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Introduction 

Le but de ce texte est de calculer la trace d'une correspondance de Hecke composee 
avec une puissance (assez grande) du Frobenius en une bonne place sur la cohomologie 
d'intersection de la compactification de Baily-Borel de certaines varietes de Shimura, 
puis de stabiliser le resultat obtenu pour les varietes de Shimura associees aux groupes 
unitaires sur Q. 

Le resultat principal est le theoreme 19.4.11 II exprime la trace ci-dessus en termes de 
la formule des traces tordue sur des produits de groupes generaux lineaires, pour des 
fonctions test bien choisies. 

On donne deux applications de ce resultat. La premiere (corollaire I9.4.5|) concerne le 
calcul de la fonction L du complexe d'intersection de la compactification de Baily-Borel : 

Corollaire A Soient E une extension quadratique imaginaire de Q, G = GU(p, q) un 
groupes unitaire deBni en utilisant E (cf \2.T^ . K un sous-groupe compact ouvert net de 
G{Af), M^{G,X) la variete de Shimura associee (cf \2.3\ et \l.l\) et V une representation 
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algehrique de G. On note IC^V le complexe d'intersection a coefficients dans V de la 
compactiGcation de Baily-Borel de M^{G,X). Soit Ti Vensemble des groupes endosco- 
piques G(U*(ni) x U*(n2)) de G, avec ni,n2 G N tels que ni + n2 = p + q- Pour tout 
a £ 7i, on note Hh Vensemble des classes d'equivalence de representations automorphes 
deH(AE). 

Alors il existe, pour tout H G 7i, un ensemble Eni (explicite) Rh de representations 
algebriques de ^Ue et une famille de nombres complexes presque tous nuls {cH{T^H,rH))-Kjj<^UH,rH<^iiH > 
tels que, pour toute place finie p de E au-dessus d'un nombre premier assez grand, on 
ait 

log Lp{s, I V) = J2 ^ J2 CH{'^H,rH)logLg,{s - -,TTH,p,rH), 

oil d := pq est la dimension de M^(G, X). 

On renvoie a I'enonce du corollaire 19.4.51 pour les details. La deuxieme application est 
le corollaire 19.4.71 dont nous donnons ci-dessous un enonce simplifie (on renvoie a 19.41 
pour les definitions des termes utilises) : 

Corollaire B Soient n un entier naturel non divisible par 4 et r une representation 
automorphe cuspidale algebrique reguliere autoduale de GL„(A). Soit E une extension 
quadratique imaginaire de Q. Alors il existe un ensemble Gni S de nombres premiers 
(contenant les places ou r est ramiBee), un corps de nombres K, un entier strictement 
positif N et une famille de representations a\ de Ga\{Q/E) a coefficients dans K\, ou A 
parcourt Vensemble des places finies de K, tels que : 

(i) les representations a\ sont non ramiEees en dehors de S et pures de poids 1 — n ; 

(a) pour toute place p de E au-dessus d'un nombre premier p ^ S, pour toute place 
Enie A J(p de K, pour tout j E Z, on a 

Tr{ax{%)) = N{Npy(--'y'Tr{^^^{%)). 

En particulier, r veriRe la conjecture de Ramanujan-Petersson en tout nombre premier 
p^S. 

On a aussi un resultat pour n divisible par 4, mais il est plus faible et plus long a 
enoncer. 

La methode utilisee dans ce texte est celle developpee par Ihara, Langlands et Kott- 
witz : comparaison de la formule des points fixes de Grothendieck-Lefschetz et de la 
formule des traces d'Arthur-Selberg. Dans le cas ou la variete de Shimura est compacte 
et oii le groupe n'a pas d'endoscopie, cette methode est expliquee dans Particle [KlOj 
de Kottwitz. En utilisant le changement de base des groupes unitaires a GL„, Clo- 
zel en a deduit une version du corollaire B avec des conditions supplementaires sur la 
representation automorphe en une place finie (voir |C14j . et Particle ^CLj de Clozel et 
Labesse pour quelques corrections). Le cas d'une variete de Shimura compacte (et d'un 
groupe qui a eventuellement de I'endoscopie) est traite par Kottwitz dans Particle |K9j . 
modulo le lemme fondamental. Pour les groupes unitaires, le lemme fondamental (et la 
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version tordue dont Ton a besoin) resulte de travaux de Laumon-Ngo ( |LNj ) et Wald- 
spurger ( |Wal| , |Wa2] , [Wa3j ) ; notons que le lemme fondamental est meme prouve en 
general grace a Particle recent de Ngo ( [Ng] ). 

Le cas de GL2 sur Q (c'est-a-dire des courbes modulaires) a ete traite dans le livre 
[DKj . et celui de GL2 sur un corps de nombres totalement reel dans Particle |BL] de 
Brylinski et Labesse. Dans ces deux cas, la variete de Shimura est non compacte (mais 
avec une compactification de Baily-Borel relativement simple) et le groupe n'a pas d'en- 
doscopie. 

Un des cas les plus simples 011 la variete de Shimura est non compacte et 011 le groupe 
a de I'endoscopie non triviale est celui du groupe unitaire GU(2, 1). Ce cas fait I'objet 
du livre |LR] . Signalons aussi que, pour les groupes de rang 1, Rapoport a obtenu dans 
[Raj la formule des points fixes (non stabilisee) si la correspondance de Hecke est triviale. 
D'autre part, Laumon ( [Lau] ) a obtenu des resultats similaires au corollaire B, pour le 
groupe GSp4, en utilisant la cohomologie a supports compacts de la variete de Shimura. 

Enfin, signalons que Shin a obtenu recemment des resultats analogues au corollaire B, 
et aussi des resultats sur les places ramifiees, en utilisant des calculs de cohomologie de 
varietes d'Igusa (cf [Shilj . |Shi2| ). 

Donnons une description rapide des differentes sections. 

La section [T] contient des "rappels" sur la formule des points fixes. Dans le cas 011 
la variete de Shimura est associee a un groupe unitaire sur Q et oil la correspondance 
de Hecke est triviale, la formule des points fixes a ete demontree dans |Mlj (theoreme 
5.3.3.1). L'article [M2] contient les outils theoriques pour traiter le cas des correspon- 
dances de Hecke non triviales pour les varietes modulaires de Siegel (proposition 5.1.5 
et theoreme 5.2.2), mais ne finit pas le calcul. On generalise ici les resultats de |M2] sous 
certaines conditions sur le groupe de la donnee de Shimura (qui sont verifiees par les 
groupes unitaires sur Q et les groupes symplectiques) , puis on les utilise pour calculer 
la trace d'une correspondance de Hecke tordue par une puissance assez grande du Fro- 
benius dans le cas oia la variete de Shimura et les strates de bord de sa compactification 
de Baily-Borel sont du type considere par Kottwitz dans son article |K11] (c'est-a-dire 
PEL de type ^ ou C). Le resultat est enonce dans le theoreme 11.7.11 

Les sections 2 a 7 sont consacrees a la stabilisation de la formule des points fixes. 
On obtient la conjecture (10.1) de Particle |K9j (corollaire I7.3.2|) . Kottwitz a stabilise la 
partie elliptique de la formule des points fixes dans |K9j . et on s'inspire fortement de sa 
methode pour stabiliser les termes associes au bord. Les calculs les plus compliques sont 
en la place infinie, 011 on utilise une formule pour les valeurs en certains elements des 
caracteres stables de series discretes (proposition 14. 4.1]) qui rappelle (en plus simple) des 
formules etablies par Goresky, Kottwitz et MacPherson ( |GKMj theoremes 5.1 et 5.2). 
Cependant, je ne sais pas faire le lien entre ces formules. 

Dans la section [51 on definit les groupes unitaires sur Q auxquels on s'interesse, ainsi 
que leurs donnees de Shimura. On rappelle la description des triplets endoscopiques 
elliptiques de ces groupes dans la section [31 

La section [H contient les calculs en la place infinie. 

La section \E\ contient des calculs de transformee de Satake et de changement de base 
tordu en une place finie non ramifiee du groupe. 
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On rappelle dans la section [6] la stabilisation par Kottwitz du cote geometrique de la 
formula des traces invariantes lorsque la fonction est cuspidale stable a I'infini (cf |K13] ). 
Cette stabilisation s'appuie sur le calcul par Arthur du cote geometrique de la formule 
des traces invariante pour une fonction cuspidale stable a I'infini (cf [A7] formule (3.5) 
et theoreme 6.1), et n'utilise que le lemme fondamental (et pas le lemme fondamental 
pondere). Ce resultat, qui n'est malheureusement pas public pour I'instant, n'est utilise 
que dans la section [HI La section [6] contient aussi la normalisation des mesures de Haar 
et des facteurs de transfert, I'enonce des lemmes fondamentaux dont on aura besoin et 
le rappel des resultats connus sur ces lemmes fondamentaux. 

On stabilise la formule des points fixes dans la partie[731 Le resultat (corollaire l7.3.2|) 
est celui qui avait ete conjecture par Kottwitz dans [K9j (formule (10.1)). 

La section [8l qui utilise Particle non public |K13j de Kottwitz, donne une application 
au calcul de la fonction L du complexe d'intersection en une place finie au-dessus d'un 
nombre premier assez grand : le logarithme de cette fonction L est exprime comme 
une somme (a priori a coefficients complexes) de fonctions L locales de representations 
automorphes du groupe unitaire, de ses groupes endoscopiques (elliptiques), des groupes 
endoscopiques de ses groupes endoscopiques, etc. On y donne aussi une application 
a la conjecture de Ramanujan-Petersson (en les places non ramifiees) pour certaines 
representations automorphes des groupes unitaires. 

La section [9] donne des applications de la stabilisation de la formule des points fixes 
independantes de Particle |K13j de Kottwitz, en utilisant la formule des traces tordue 
pour le changement de base des groupes unitaires a GL„. En particulier, si n n'est 
pas divisible par 4, on montre la conjecture de Ramanujan-Petersson en presque toute 
place pour les representations automorphes cuspidales autoduales de GL„(A) qui sont 
algebriques et regulieres. On obtient aussi une autre formule pour la fonction L du 
complexe d'intersection. 

Enfin, dans la section 10, qui ne pretend a aucune originalite ni generalite, on prouve 
le cas particulier du lemme fondamental tordu qui sert pour la stabilisation de la formule 
des points fixes dans Particle |K9] de Kottwitz, Particle [Lauj de Laumon et la section 
7. Waldspurger a montre dans [Wa3j que le lemme fondamental tordu pour I'unite de 
I'algebre de Hecke est une consequence du lemme fondamental ordinaire (et, dans le cas 
general, du lemme fondamental non standard). On montre que, dans le cas particulier qui 
nous interesse, le lemme fondamental tordu pour I'unite de I'algebre de Hecke implique 
le lemme fondamental tordu pour toutes les fonctions de I'algebre de Hecke. La methode 
est la meme que celle de Particle [H2j de Hales (c'est-a-dire la methode inspiree par 
Particle |C12j de Clozel, et par la remarque du referee de cet article). 

Je remercie vivement Robert Kottwitz, qui m'a apporte une aide precieuse en corri- 
geant certaines de mes idees fausses sur I'endoscopie et en me permettant de lire son 
manuscrit [K13j . et m'a aidee a corriger une erreur dans la preuve de la proposition l9.2.3[ 
ainsi que Jean-Loup Waldspurger, qui m'a communique la version complete (non encore 
disponible) de son manuscrit |Wa3j sur I'endoscopie tordue, et Gerard Laumon. Je remer- 
cie aussi les autres mathematiciens qui out repondu a mes questions ou m'ont signale 
des simplifications, en particulier Pierre-Henri Chaudouard, Laurent Fargues, Giinter 
Harder, Colette Moeglin, Bao Chau Ngo, Sug Woo Shin et Marie-France Vigneras. 
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Ce texte a ete entierement ecrit pendant que j'etais employee par le Clay Mathematics 
Institute en tant que Clay Research Fellow, et accueillie en tant que membre a I'Institute 
for Advanced Study. De plus, j'ai beneficie du soutien financier de la NSF a travers les 
contrats DMS-0111298 et DMS-0635607. 

1 La formule des points fixes 

1.1 Varietes de Shimura 

La reference pour ce paragraphe est |P2] §3. 

OnnoteS = Rc/RGm,R- On identifie §(C) = (C^rC)^ aC^ xC^ par a®l + b(g>i i — > 
(a + ib,a — ib), et on note /^o • ^m,c — ^ 1^ morphisme z i — > (z, 1). 

On utilise ici la definition des donnees de Shimura (pures) de |P2j (3.1), a la condition 
(3.1.4) pres. Une donnee de Shimura est done un triplet (G, X, h) (qu'on notera souvent 
simplement {G,X)), oii G est un group e algebrique reductif connexe sur Q, X est 
un ensemble muni d'une action transitive de G(M), ei h : X — > Hom(S, Gr) est un 
morphisme G(M)-equivariant, verifiant les conditions (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3) et (3.1.5) 
de |P2 ] (mais pas forcement la condition (3.1.4), qui est que G'^'^ n'ait pas de facteur 
simple de type compact defini sur Q). 

Soit (G, X, h) une donnee de Shimura. Le corps de definition de la classe de conjugaison 
de cocaracteres hx o i_iq : Gm,c — > Gc, x G X, est appele corps reflex de la donnee. On 
le note F. Pour tout sous-groupe compact ouvert K de G(Aj), on dispose d'une variete 
de Shimura M^{G,X), qui est une variete algebrique quasi-projective sur F telle que 

M'^{G,X){C) = G(Q) \ {X X G(A/)/K). 

Si de plus K est net (cf [Pl] 0.6), alors M^{G, X) est lisse sur F. On note M(G, X) la li- 
mite projective des M^(G, X) lorsque K parcourt I'ensemble des sous-groupes compacts 
ouverts de G(Ay). 

Soient g S G(Aj) et K,K' deux sous-groupes compact ouverts de G(Aj) tels que 
K' C g¥i.g^^ . On a un morphisme fini 

Tg : M^\G,X) — > M^{G,X), 

qui sur les points complexes est donne par 

r G(Q)\(A'xG(A^)/K') G(Q) \ (A- X G(A^)/K) 

\ G(Q)(x,/iK') ^ G(Q)(x,/i5K) 

Si K est net, alors le morphisme Tg est etale. 

On fixe a nouveau K. La variete de Shimura M^{G,X) n'est pas projective sur F 
en general, mais on dispose d'une compactification j : M^{G,X) — > M^{G,X)\ 
appelee compactification de Baily-Borel (ou Satake-Baily-Borel) ; M^{G,X)* est une 
variete projective sur F et normale (mais non lisse en general, meme si K est net), dans 
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laquelle M^(G,Af) est ouvert et dense. Rappelons que I'ensemble des points complexes 
de M^{G,X)* est 

M^{G,X)*{C) = G(Q) \ {X* X G(A/)/K), 

ou X* est un espace topologique contenant X comme ouvert dense, tel que Paction 
de G(Q) sur X se prolonge par continuite a X* . En tant qu'ensemble, X* est union 
disjointe de X et de composantes de bord Xp indexees par les sous-groupes paraboliques 
admissibles de G (on dit qu'un sous-groupe parabolique de G est admissible s'il est 
different de G et si sa projection sur cfiaque facteur simple G' de G^"^ est egale a G' 
ou a un sous-groupe parabolique maximal de G', cf |Plj 4.5). Pour tout sous-groupe 
parabolique admissible P de G, on a P(Q) = StabQ(^Q-j{Xp) ; Paction de P(Q) sur Xp 
s'etend en une action transitive de P(M), et le radical unipotent de P agit trivialement 
sur Xp. 

Les morphismes Tg ci-dessus se prolongent en des morphismes finis Tg entre les com- 
pactifications de Baily-Borel. 

Dans toute la suite, on supposera verifiee I'hypothese suivante sur G : Soit P un 
sous-groupe parabolique admissible de G ; on note Np le radical unipotent de P, Up 
le centre de Np et Mp = P/Np le quotient de Levi. Alors il existe deux sous-groupes 
reductifs connexes Lp et Gp de Mp tels que : 

• Mp est produit direct de Lp et Gp ; 

• Gp contient Gi, oii Gi est le sous-groupe distingue de Mp defini par Pink dans 
|P2| (3.6) (en bas de la page 220), et le quotient Gp/Gi est de type compact modulo 
son centre ; 

• Lp C CentMp(Up) C Z(Mp)Lp; 

• Gp(M) agit transitivement sur Xp, et Lp(M) agit trivialement sur Xp ; 

• pour tout sous-groupe compact ouvert net Km de Mp(Aj), on a Km H Lp(Q) = 
Km n CentMp{Q){Xp). 

Dans la suite, on note Qp Pimage inverse de Gp dans P. 

Remarque 1.1.1 Si G verifie I'hypothese ci-dessus, alors, pour tout sous-groupe para- 
bolique admissible P de G, le groupe Gp verifie la meme hypothese. 

Exemple 1.1.2 Si G est le groupe general symplectique GSp2„, ou si G est une forme 
interieure du groupe unitaire quasi-deploye GU* (n) defini en 12. H alors G verifie I'hy- 
pothese ci-dessus. 

On a une stratification du bord de M^(G, X)* (qui existe en general, mais dont la des- 
cription est un peu plus simple lorsque G verifie I'hypothese ci-dessus). Soit P un sous- 
groupe parabolique admissible de G. Pink a defini un morphisme Xp — > Hom(S, Gpk) 
( |P2j (3.6.1)), qui fait de {Gp,Xp) une donnee de Shimura; de plus, le corps reflex 
de (Gp,^p) est egal a F. Soit g G G(A/). On note Hp = gKg'^ n P(Q)Qp(A/), 
Hi = gKg-^ n Lp(Q)Np(A/), Kq = gKg-^ n Qp(A/), K;v = gKg-^ n Np(A/). Alors 
(cf [P2] (3.7)) on a un morphisme fini sur son image 

M^'^/^''{Gp,Xp) — >M^{G,xy -M^{G,X). 
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Le groupe Hp agit a droite sur M^'^/^'^ {Gp, Xp), et cette action se factorise par le 
groupe fini Hp/H/^Kg. On note ip^g rimmersion localement fermee 

M^«/^^(Gp, A'p)/Hp — > M^{G,Xy. 

Cette immersion se prolonge en un morphisme fini (qui n'est pas forcement une immer- 
sion fermee) 

ip^g : M^Q/'^^{Gp,Xp)*/Rp — > M^{G,X)*. 

Le bord de M^{G, X)* est union des images des morphismes ip^g, oil P parcourt I'en- 
semble des sous-groupes paraboliques admissibles de G et 5 parcourt G(Aj). Si P' est 
un autre sous-groupe parabolique admissible de G et 5' € G(Aj), les images des immer- 
sions ip^g et ip\g' sont egales si et seulement s'il existe 7 G G(Q) tel que P' = ^yP^^^ 
et P(Q)Qp(A/jc/K = P(Q)Qp(A/)7-^c/'K, et elles sont disjointes sinon. Enfin, si K est 
net, alors Kq/Kn est net et Taction de Hp/HlKat sur M^q/^^ (Gp, Ap) est libre (done 
MKq/k^(Gp,A'p)/Hp est lisse). 

On appelle les images des morphismes ip^g, g G G(Aj), les strates de bord de M^(G, X)* 
associees a P. 

On suppose maintenant pour simplifier que G"*^ est simple. On fixe un sous-groupe 
parabolique minimal Pq de G, et dit qu'un sous-groupe parabolique de G est standard 
s'il contient Pq. Soient Pi, ... , P„ les sous-groupes paraboliques maximaux standard de 
G ; on choisit la numerotation de ces sous-groupes paraboliques telle que r < s si et 
seulement si Up^ C Up^ (cf [GUM] (22.3)). On note N,. = Np^, G^ = Gp^, = Lp^, 

lr,g — ^Pr,g^ etc. 

Soit P un sous-groupe parabolique standard. On ecrit P = P„^ n • • • n P„^ , avec 
ni < • • • < rir. Le quotient de Levi Mp = P/Np est produit direct de G^^ et d'un 
sous-groupe de Levi Lp de L„^. On note Cp I'ensemble des n-uplets {Xi, . . . ,Xr), oh : 

• Xi est une strate de bord de M^{G,X)* associee a P„^ ; 

• pour tout i G {1, ... ,r — 1}, Xj+i est une strate de bord de Xi associee au sous- 
groupe parabolique maximal (Pn^+i n Q„J/N„. de G„.. 

On note C'p le quotient de G(Aj) xQ„^ (Aj) x • • • x Q„^_^(Aj) par la relation d'equivalence 
suivante : {gi,...,gr) est equivalent a {g[, . . . , g',.) si et seulement si, pour tout i G 
{l,...,r}, 

(P„, n • • • n P„J(Q)Q„,(A/)5i ...giK = (P„, n • • • n P„J(Q)Q„^(A/)5^ . . . g[K. 

Proposition 1.1.3 (i) L'application G{Af) — > C'p qui a g associe la classe de 
(5, 1, ... , 1) induit une bijection P(Q)Q„^(A/) \ G(A/)/K C'p. 
(ii) On definit une application ip' : C'p — > Cp de la maniere suivante : On fixe 
igi,---,gr) e G(A/) x Q„i(A/) x ••• x Q„^_^(A/). Pour tout i G {l,...,r}, on 
note 

Ri = (5i...5i)K(5i...5i)"'n(P„, n---nP„J(Q)Q„,(A^) 

et Kj I'image de Hj n Q„^(Aj) par le morphisme evident Q„. (Aj) — > G„. (Aj). 
On associe a la classe de {gi, . . . , gr) la suite {Xi, . . . ,Xr), ou Xi = Im{ini,gi) — 
M^i(Gni,^ni)/Hi et, pour tout i G {1, ... ,r — 1}, Xj+i est la strate de hord de 
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Xi = M^<(Gni, A'^J/Hj i^age du morphisme ip^g, avec P = (Prn+i n Q„J/N„. (un 
sous-groups paraholiquc maximal dc Gm^i) et g = 5(j+iN„.(Aj) G G„.(Ay). 
Alois ccttc application C'p — > Cp est bien deRnie, et c'est unc hijcction. 

On obtient done une bijection (pp : P(Q)Q„^(A/) \ G(A/)/K Cp. On a une 
application de Cp dans I'ensemble des strates de bord de M^{G,X)* associees a 
qui envoie {Xi, . . . , Xr) sur I'image de Xr dans M^{G,X)* . Si on identific Ic premier 
ensemble a P(Q)Q„^(Aj) \ G(A/)/K par et le seeond ensemble a Pnr{Q)Qnri^f ) \ 
G(Aj)/K par g i — > I'm{in^g), eette applieation est simplement la projection evidente 

P(Q)Qn.(A/) \ G(A^)/K Pn.(Q)Qn.(A/) \ G(Ay)/K. 

Demonstration. 

(i) Comme Qn^ C Qn^-i C ••• C Qm, on voit que, dans la definition de Cp, 
{gi, . . . , gr) est equivalent [g'l, . . . , g'j.) si et seulement si 

(P„, n . . . PnJ(Q)Qn.(A/)5r- ■ ■ ■ giK = {Pn, H • • • H P„ J (Q)Q„, (A^^ . . .^iK. 

Pour eonelure, il suffit de se souvenir que P = P^j fl • • • n P^^ • 

(ii) On verifie d'abord que ip' est bien definie. Soit i G {l,...,r — 1}. Si = 

(G„^ , ) /Hj et Xi^i est la strate de bord Im{ip^g) de Xi, ou P et (/ sont 
comme dans I'cnonee de la proposition, alors Xi^i = (G„.^j, A'„.^j)/H', ou 
H' = ffi+iHjC?^-\ n Pni+i(Q)Qn,+i(A/) et K' est I'image de H' n Qn,+i(A/) dans 
Gni+i(A/). Comme gi+i G Qn.(A/), on a 

H' = {g^+l . . . 5i)K((?,+i . . . 5i)-in(P„,n- • •nPnJ(Q)Qn,(A/)nPn,+i(Q)Qn,+i(A/). 
Or on voit facilement que 
(PniH- • •nP„.)(Q)Q„.(A/)nP 

"i+i (Q)Qni+i 

)(Q)Qn,+i(A/). 

Done H' = Hj+i, et Xj+i = M^'+i(G„._^j, A'„._^^)/Hj+i. De plus, il est clair que 
la suite (Xi, . . . ,Xr) definie dans I'enonce de la proposition ne change pas si on 
remplace (gi, . . . ,gr) par un r-uplet equivalent. 

II est evident que ip' est surjective. Montrons que (p' est injective. Soient c,c! e 
C'p] on note {Xi,...,Xr) = p'{c) et {X[,...,Xl.) = p'{c'), et on suppose que 
{Xi, . . . , Xr) = {X[, . . . , X'r). On ehoisit des reprcsentants (gi, . . . , gn) et (g'l, . . . ,g!^) 
de c et c'. On note comme plus haut, pour tout i € {1, . . . , n}, 

Ri = {gi . ..gi)K{gi . . . gi)-' D (Pn, n • • • n P„.)(Q)Q„.(A/) 

= . . g[)K{g', . . . g[)-^ H (P„, n • • • n P„J(Q)Q„,(A;). 

Alors Xi = X[ implique Pn,(Q)Q„,(A/)5iK = P„,(Q)Q„,(A/)5iK et, pour tout 
z G {1, . . . , r - 1}, Xj+i = X[j^-^ implique que 

Done {gi, . . . , gr) et {g[, . . . , g'j.) sont equivalents, et c = c/. 

□ 
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1.2 Systemes locaux et theoreme de Pink 

On fixe un corps de nombres K. Pour tout groupe algebrique G sur Q, on note Repc 
la categoric des representations algebriques de G definies sur K. On fixe un nombre 
premier i et une place X de K au-dessus de i. 

Soient M un groupe reductif connexe sur Q, L et G deux sous-groupes reductifs 
connexes de M tels que M soit produit direct de L et G, et {G,X) une donnee de 
Shimura. On etend Taction de G(Aj) sur M{G,X) en une action de M(Aj) en faisant 
agir L(Aj) trivialement. Soit Km un sous-groupe compact ouvert net de M(Aj). On note 
H = Km n L(Q)G(A/), = Km n L(Q) (un sous-groupe arithmetique de L(Q)) et 
K = Km n G(Aj). Le groupe H agit sur la variete de Shimura M^(G, X), et le quotient 
M^{G,X)/R est egal a M^/^i'{G,X) (H/Hl est un sous-groupe compact ouvert net 
de G(A/)). 

Remarque 1.2.1 On pent generaliser les morphismes Tg de 11.11 : Si m G L(Q)G(Aj) 
et K'j^ est un autre sous-groupe compact ouvert de M(Aj) tel que K'j^^ n L(Q)G(Aj) C 
mHm~^, alors on a un morphisme 

Tm : M{G,X)/R' M(G,A')/H, 

ou H' = K'j^ n L(Q)G(A/) et H = Km n L(Q)G(A/). Ce morphisme est simplement 
celui donne par I'injection H' — > H, h i — > mhm^^. 

En utilisant les foncteurs /ir,ip de Pink (cf |Plj (1.10)) pour le revetement etale 
profini M{G,X) — > M^(G,A')/H (qui est galoisien de groupe H/Hx) et les pro- 
prietes des sous-groupes arithmetiques de L(Q), on pent construire un foncteur additif 
triangule V i — > J'^/'^^ RT(Rl,V) de D^{RepM) dans la cate gorie des complexes A- 
adiques sur M^(G,A')/H (cette construction est expliquee dans |Mlj 2.1.4). Pour tout 
V G OhD^iRepM.) et pour tout A; G Z, T^/^^ jiy{yIl,V) est un faisceau A-adique 
lisse sur M^{G^ X) /Yi, de fibre isomorphe (non canoniquement) a 

ff(H^,ff y). 

i+j=k 

Remarque 1.2.2 Si F est un sous-groupe arithmetique net de L(Q) (par exemple H/,), 
alors on pent calculer RT{T,V) dans la categoric D^{RepG), car F est de type FL (cf 
|BuWj . theoreme 3.14). 

Le theoreme de Pink que nous allons enoncer concerne I'image directe des complexes 
jrn/KLjiY(RL,V) par I'immersion ouverte j : M^{G,X)/Il — > M^{G,X)*/R. Soient 
P un sous-groupe parabolique admissible de G et 5 G G(A/). On note 

Hp = gRg-^ n L(Q)P(Q)Qp(Ay), 

Hp,L = n L(Q)Lp(Q)Np(A^), 

KN = giig-^nNp{Af), 
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Kg = {gRg-' n Qp{Af))/{gRg~' n Np(A^)), 

et i = ip^g : M^G(^Qp^Xp)/lip — > M^{G,X)*/R. 

Alors le theoreme 4.2.1 de [P2] implique le resultat suivant (cf [MlJ 2.2) : 

Theoreme 1.2.3 Pour tout V G OhD^{RepM), 

on a des isomorphismes canoniques 

~ .^"^/"^•^iir(Hp,L/K7v,i?r(Lie(Np),y)). 
Le dernier isomorphisme utilise le theoreme de van Est de [GKM] §24. 

Nous utiliserons dans la suite des systemes locaux sur des espaces localement symetriques 
qui ne sont pas forcement hermitiens. Introduisons quelques notations. Soit G un groupe 
reductif connexe sur Q. On fixe un sous-groupe compact maximal Kqo de G(M). On note 
Ac le sous-tore deploye (sur Q) maximal du centre de G, X = G(R)/Koo Ag(R)'', et 
q{G) = dim(A')/2 € ^Z. Pour tout sous-groupe compact ouvert K de G(Aj), on pent 
former le quotient G(Q) \ {X x G(Aj)/K), que Ton notera M^{G,X){C), meme si le 
couple {G,X) n'est pas forcement une donnee de Shimura. Si K est assez petit (par 
exemple net), ce quotient est une varitete analytique reelle. On a des morphismes Tg 
{g G G(Aj)) definis comme dans ll.11 

Soit V G OhRepG- On note T^V le faisceau des sections locales du morphisme 

G(Q) \{VxXx G(Aj)/K) G(Q) \ {X x G(Aj)/K) 

(oil G(Q) agit sur V x X x G(A/)/K par (7, (u, x, gK)) 1 — > (7.?; , 7.x, 75K)). Comme 
la notation le suggere, il y a un rapport entre ce faisceau et les systemes locaux definis 
au debut de ce paragraphe : si (G, X) est un donnee de Shimura, alors T'^V ® K\ est 
I'image inverse sur M^{G,X){C) du faisceau A-adique ^^V sur M^{G,X) (cf [□] P 
38 ou [Ml] 2.1.4.1) 

Soit r un sous-groupe arithmetique net de G(Q). Alors le quotient F \ A" est une 
variete analytique reelle. Pour tout V G Oh Repc, on note T^V le faisceau des sections 
locales du morphisme 

T\{V X X) — >T\X 

(oil r agit sur V x X par (7, (f ,x)) 1 — > (7.^,7.3;) ). 

On fixe a nouveau un sous-groupe compact ouvert net K de G(Aj), et on note (5i)ie/ 
un systeme de representants du double quotient G(Q) \ G(Aj)/K. Pour tout z G /, soit 
Ti = giKg~^ D G(Q). Alors les Pj sont des sous-groupes arithmetiques nets de G(Q), et 
on a 

M'^{G,X){C)=Y[r,\X 

et, pour tout V G Oh Repc, 
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1.3 Modeles entiers 



On utilise les notations de II. li Soit (G, X) est une donnee de Shimura telle que 
G"'^ soit simple et que les sous-groupes paraboliques maximaux de G verifient les 
hypotheses de 11.11 On fixe un sous-groupe parabolique minimal Pq de G et on note 
(Gi, ^"1), . . . , (G„, Xn) les donnees de Shimura correspondant aux sous-groupes parabo- 
liques maximaux standard de G ; pour tout i G {1, . . . , n}, Pq determine un sous-groupe 
parabolique minimal de G,. On note parfois (Go,^o) = (G,Af). II est clair que, pour 
tout i E {0, . . . , n}, les donnees de Shimura associees aux sous-groupes paraboliques 
maximaux standard de Gj sont les {Gj,Xj), pour i + 1 < j < n. 

Rappelons qu'on a note F le corps reflex de {G,X). C'est aussi le corps reflex de 
tous les (Gi, A'j), d'apres |Plj 12.1 et 11.2(c). Soit Q la cloture algebrique de Q dans C; 
comme F est un sous-corps de C par definition, on a F C Q. Pour tout nombre premier 
p, on fixe une cloture algebrique Qp de Qp et une injection F C Qp. 

On fixe un point xq de X, et on note /iq le morphisme S — > Gjr correspondant. Soit w 
le compose de ho et de I'injection Gm,R C S. Alors w est independant du choix de xq et il 
est defini sur Q (cf |P2j 5.4). On dit qu'une representation algebrique p : G — > GL(1/) 
de G est pure de poids m si po w est la multiplication par le caractere A 1 — > A™ de Gm 
(cette convention est I'opposee de celle de |P2) 5.4). 

On considere les donnees suivantes : 

• pour tout i € {0, . . . , re}, un ensemble /Cj de sous-groupes compacts ouverts nets de 
Gi(Aj), stable par conjugaison par Gj(Aj) et fini modulo conjugaison par Gi(Aj) ; 

• pour tout i G {0, . . . , n}, un sous-ensemble fini Ai de Gj(Aj) tel que 1 £ Ai; 

• pour tout i G {0, . . . ,n}, une sous-categorie abelienne pleine TZi de Repa^, stable 
par facteur direct, 

verifiant les conditions suivantes : Soient i,j £ {0, . . . ,re} tels que j > i, et K G /Cj. On 
note P le sous-groupe parabolique maximal standard de Gj associe a {Gj,Xj). Alors : 

(a) Pour tout g G Gj(Aj), 

{gKg~^ n Qp{Af ))/{gKg~^ n Np(Ay)) G /C„ 

et, pour tout g G Gj(Aj) et pour tout sous-groupe parabolique standard P' de Gj 
tel que Qp C P' C P, 

n P'(Q)Np,(A/)Qp(A/))/(5K<7-i n Lp,(Q)Np,(A/)) G JCj 

{gKg-^ n P'{Af))/{gKg-^ n Lp,(A/)Np,(A/)) G /C,. 

(b) Soient g G Ai et K' € /Cj tels que K' C gKg^^. Soient h,h' G Gi(Aj) tels que 
'P{Q)QpiAf)hK = P{Q)Qp{Af)h'gK. Alors, quitte a remplacer h (resp. h') par 
un element de meme classe dans P(Q)Qp(A/) \ G(A/)/K (resp. P(Q)Qp(A/) \ 
G(Aj)/K'), il existe p G Lp(Q) et g G Qp(Aj) tels que pqhK = h'gK et que I'image 
de q dans Gj(A/) = Qp(A/)/Np(A/) soit dans Aj. 

(c) Pour tous g G Gi(Aj) et ^ G Ob7?.j, on a 

Rr{rL,Rr{Lie{Np),V)) G ObL»^(7^J), 
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ou 

Tl = {gKg-' n P{q)Clp{Af ))/{gKg-' n Qp(A/)). 

Soit S un ensemble fini de nombres premiers tel que les groupes Go , • • • , soient 
non ramifies en dehors de S. Pour tout p S, on fixe des modeles sur Zp de ces groupes. 
On note 

As = n '^p- 

pes 

On fixe £ G S et une place X de K au-dessus de i, et on considere les conditions suivantes 
sur S : 

(1) Pour tout i £ {0, . . . , n}, on a j4j C Gj(As) et toute classe de G(Aj)-conjugaison 
dans JCi a un representant de la forme K^K^, avec Ks C Gj(As) et = Y[ Gi(Zp). 

(2) Pour tons i G {0, ...,n} et K G ICi, il existe un schema quasi-projectif lisse 
M^{Gi,Xi) sur Spec(OF[l/S]) de fibre generique M^{Gi,Xi). 

(3) Pour tons z G {0, . . . , n} et K G /Cj, il existe un schema normal A4^{Gi, Xi)* , 
projectif sur Spec(C'i7[l/S]), contenant M.^{Gi, Xi) comme ouvert dense et de fibre 
generique M^(Gi, X^)* . De plus, les morphismes ip^g (resp. ip^g) de ll.ll s'etendent en 
des immersions localement fermees (resp. des morphismes finis) entre les modeles sur 
SpecCOirfl/S]), et le bord M^iGi^Xi)* - M^{Gi,Xi) est toujours union disjointe 
des images de ip^g si P parcourt I'ensemble des sous-groupes paraboliques maxi- 
maux standard de Gj et g parcourt un systeme de representants de P(Q)Qp(Aj) \ 
Gi{Af)/K. 

(4) Pour tons i G {0, g £ Ai ei K,K' G /Cj tels que K' C gKg~^ , le mor- 
phisme Tg : M^'{Gi,Xi)* — > M^{Gi,Xi)* se prolonge en un morphisme fini 

{Gi,Xi)* — > M-^{Gi,Xi)* , encore note Tg, dont la restriction aux strates 
de {Gi,Xi)* (y compris la strate ouverte Ai^ {Gi,Xi)) est etale. 

(5) Pour tons i G {0, . . . , n} et K G /Cj, il existe un foncteur de TZi dans la categorie 
des faisceaux A-adiques lisses sur A4^{Gi, Xi) qui, par passage a la fibre speciale, 
redonne le foncteur de 11.21 

(6) Pour tons z G {0, . . . , n}, K G /Cj et 1/ G ObT^j, les isomorphismes du theoreme de 
Pink (jl.2.3p s'etendent en des isomorphismes entre complexes sur les modeles sur 
Spec(OF[l/S]). 

(7) Pour tons i G {0, . . . , n}, K G /Cj et V G Ob7^i, le faisceau J'^V sur M^{Gi, Xi) 
est mixte (au sens de |D2] 1.2.2). De plus, si V est pure de poids m, alors J^^V est 
pur de poids —m. 

Proposition 1.3.1 Soient fCi et Ai comme ci-dessus (veriEant les conditions (a) et 
(b)). Si G"''^ est de type ahelien (au sens de jP2| 5.6.2), alors il existe un ensemble fini 
S de nombres premiers verifiant les proprietes (1) a (7), avec TZi = Repc^ pour tout 
i G {0, . . . ,n}. Dans le cas general, il existe un ensemble Eni S de nombres premiers 
veriEant les proprietes (1) a (6), avec TZi = RepG^ pour tout i G {0, . . . Soient TZ[, 
< i < n, des sous-categories abeliennes pleines epaisses stables par facteur direct des 
RepG^, contenant la representation triviale, veriEant la condition (c), et minimales pour 
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ces proprietes (ceci determine les Tl[). Alors il existe S' D S fini tel que S', les fCi et les 
TZ[ verifient la propriete (7). 

Dans la suite, on considerera la situation suivante : g € G(Aj) et K, K' sont deux sous- 
groupes compacts ouverts nets de G(Aj) tels que K' C Kn^K^r"^, et on s'interessera a la 
correspondance de Hecke {Tg,Ti) : M^'{G,X)* — > {M^{G,X)*f. Lorsqu'on voudra 
reduire cette situation modulo p, on choisira des /C, tels que K, K' G /Co et que la condition 
(a) soit verifiee, et minimaux pour ces proprietes, des Ai tels que l,g G Aq et que la 
condition (b) soit verifiee, et minimaux pour ces proprietes, on prendra TZi = RepG- si 
G est de type abelien et TZi egal au TZ[ de la proposition sinon, on fixera S tel que les 
proprietes (1) a (7) soient verifiees, et on reduira modulo un p S. Comme avant, le 
nombre premier i sera choisi dans S (ou ajoute a E). 

Parfois, on ne considerera qu'une seule variete de Shimura M^(G, A"), et pas de cor- 
respondances de Hecke. Pour choisir un nombre premier p modulo lequel on pent reduire, 
on procede comme ci-dessus, mais en demandant seulement que K £ ICq et 1 G Aq. 

Demonstration. On commence par montrer que, dans le cas general, il existe un en- 
semble fini S de nombres premiers verifiant les conditions (1) a (6), avec TZi = R^PGi - H 
est evident qu'on pent trouver un tel S verifiant les conditions (1) a (4). La proposition 
3.6 de fW] montre qu'on pent trouver T, verifiant les conditions (1) a (5). Pour montrer 
qu'on pent montrer T, verifiant egalement la condition (6), on raisonne comme dans la 
preuve de la proposition 3.7 de [W], en utilisant le theoreme de changement de base 
generique de Deligne (cf SGA 4 1/2 [Th. finitude] theoreme 1.9). 

Supposons G"'^ de type abelien. Alors Gf^ est de type abelien pour tout z G {1, . . . , n}, 
et I'assertion de la proposition resulte de la proposition (5.6.2) de [P2j. Dans le cas 
general, soient TZ'j^ les sous-categories de RepG- definies dans I'enonce de la proposition. 
La derniere assertion de la proposition resulte de la proposition (5.6.1) de |P2] (on 
raisonne comme dans la deuxieme preuve de [P2J (5.6.6)). 

□ 

Remarque 1.3.2 La convention pour Paction de Galois sur le modele canonique est 
celle de Pink ( |P2j 5.5), qui est opposee a celle de Deligne (dans Corvallis) et done aussi 
a celle de Kottwitz (dans |K11| ) ; done ce que Kottwitz appelle le modele canonique de 
la variete de Shimura associee a la donnee (G, X, h~^) est ici le modele canonique de la 
variete de Shimura associee a la donnee {G,X,h). 

1.4 Complexes ponderes et complexe d' intersection 

Soient {G,X) une donnee de Shimura et K un sous-groupe compact ouvert net de 
G{Af). On suppose que {G,X) verifie les hypotheses de 11.11 et que G'^'^ est simple. 
On fixe un sous-groupe parabolique minimal Fq de G et des sous-groupes paraboliques 
maximaux standard Pi, . . . ,Pn comme au-dessus de la proposition 11.1.31 On fixe des 
nombres premiers p et i comme dans [L3l (voir I'explication sous la proposition I1.3.1]) . 
et une place A de -ftr au-dessus de L On dispose done des reductions modulo p de toutes 
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les varietes de ll. II et du theoreme de Pink modulo p ; dans la suite, on utilisera toujours 
ces reductions modulo p. 

On note Mq = M^{G,X) et d = dimMo, et, pour tout r S {1, . . . ,n}, on note Mr 
I'union des strates de bord de M^{G,X)* associees a P,-, dr = dimM^ et v ['inclusion 
de Mr dans M^{G,X)*. Mors (Mo,...,M„) est une stratification de M^{G,X)* au 
sens de |M2j 3.3.1. On dispose done, pour tout a = {ao, . . . , an) G (Z U {ibcxD})"+^, 
des foncteurs w<a et w^a de |M'2j 3.3.2 (qui envoient la categoric D^{M^{G,X)* , Kx) 
dans une sous-categorie triangulee). Rappelons la definition du complexe d'intersection 
et des complexes ponderes. On rappelle que j est I'immersion ouverte M^{G, X) — > 
M^{G,X)*. 

Remarque 1.4.1 Dans la suite, on utilise le fait que les faisceaux T^V sont mixtes 
de poids connus. On fixe done des categories T^O; • • • comme dans 11.31 verifiant la 
condition (c) et la propriete (7) de 11.31 Si G"'^ est de type abelien, on pent prendre 
7^o = RepG- 

Definition 1.4.2 (i) Soit V G Oh Repc. Le complexe d'intersection sur M^{G,X)* 
a coefficients dans V est 



(ii) (cf [M2] 4.1.3) Soient ti, . . . G Z U {±oo}. Pour tout r £ {1, . . . on note 
Ur = —tr + dr- On defiuit un foncteur additif triangule 



La proposition 4.1.5 de [M2j se generalise de maniere evidente, et donne : 

Proposition 1.4.3 Soient ti, . . . ,t„ G Z tels que, pour tout r G {1, . . . ,n}, dr — d < 
tr < I + dr — d. Alors, pour tout V G ObT^Oi on a un isomorphisme canonique 

IC^V ~ w-^^'-'-^"V. 

On s'interesse maintenant a la restriction des complexes ponderes aux strates de bord. 
Le theoreme ci-dessous resulte des propositions 3.3.4 et 3.4.2 de |M2j . 

Theoreme 1.4.4 Soita = (ao,...,an) G (ZU{±oo})"+^ Aiors, pour tout L G Ob D^(MK(G, A"), /sTa) 
tel que tous les faisceaux de cohomologie perverse de L sont purs de poids ao, on a une 
egalite de classes dans le groupe de Grothendieck : 



IC^V = {jU:F^V[d\))[-d\. 



w 



>tl,...,>t, 



: D\no) ^ Dl{M'^{G,Xr ,Kx) 







l<n\<---<nr<n 
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II suffit done de calculer les restrictions aux strates de bord des complexes de la forme 
\w<a„^in^j\J^^V , 1 < ni <■■■< rir < n. On a la generalisation 
suivante de la proposition 4.2.3 de |M2j et de la proposition 5.2.3 de |Mlj : 

Proposition 1.4.5 Solent ni, . . . ,nr S {1, . . . , n} tels que rii < ■ ■ ■ < Ur, oi, . . . , E 

ZU{±oo}, V G ObD''(7^o) et g e G(A/). On note P = P^^n- • -nPn, ; rappelons qu'on 
a construit dans \l.l\ au-dessus de la prop osltlon 1 1 . 1 . 31 un ensemble Cp ~ P(Q)Qrar i^f) \ 
G(Aj)/K qui s'envole sur Vensemble des strates de bord de M^(G, X)* assoclees a Pn^- 
Pour tout i G {1, . . . ,r}, on note Wi : Gm — > G„. le cocaractere assocle a la donnee 
de Shlmura (G^, ,*Vni) comme dans \1.3\ : Vlmage de Wi est contenue dans le centre de 
Gm, et on peut voir Wi comme un cocaractere de Mp. Pour tout i £ {1, . . . ,r}, on pose 
ti = —tti + dn- . EnEn, on note 

^ ~ Cr,g-^^nr*^>arCr ' " " -^^m * ^>ai Ci -^J*-^^ ^• 
Alors on a un Isomorphlsme canonlque 

c 

oil C = {Xi, . . . , Xj.) parcourt I'ensemble des elements de Cp qui s'envolent sur la strate 
Ifn{inr,g), et Tq est le morphlsme evident X^ — > Im{im,g) (qui est un morphlsme 
flnl etale). De plus, pour tout C £ Cp qui s'envole sur Im{in,.,g), si h £ G{Af) est un 
representant de C, on a un Isomorphlsme 

Lc ~ .F«/«^i?r(HL/K,v, Rr{Lie{Np),V)<t„...,<tr), 

ou H = /iK/i-i n P(Q)Q„,(A;), Hi = hKh'^ n P(Q)N„^(Aj) n L„^(Q)N„^(Ay), K^v = 
/iK^~^nNp(Q)N„^(Aj) et, pour tout i £ {I, . . . ,r}, I'lndice > ti Indique qu'on tronque 
le complexe de representations RT{Lie(Np), V) de Mp par les poids de Wi{Gm) (cf jM2| 
4.1.1). 

On rappelle que le quotient de Levi Mp est produit direct de et d'un sous-groupe 
de Levi Lp de L„^. On note Tl = Hl/Kjv et Xl = Lp(M)/Kl,ooAl^ (M)0, ou Kl,oo 
est un sous-groupe compact maximal de Lp(]R) et A^p est comme dans 11.21 le sous- 
tore deploye maximal du centre de Lp ; on rappelle qu'on a pose q(Lp) = dim(Xi)/2. 
Alors est un sous-groupe arithmetique net de Lp(Q), et on a, pour tout W £ 
Oh D\Repi^p), 

RT{Tl,W) = RT{Tl\Xl,T^^W). 

On note 

RV^{VL,W) = RT,{TL\XL,r^^W). 

On peut voir ce complexe comme un objet de D^{RepG^^), car c'est le dual de RT{rL, VF*)[dim(Xi)] 
(oil W* est la contragrediente de W). On definit de meme RTciJ^L, W) si K/, est un sous- 
groupe compact ouvert net de Lp(Aj) et W £ Oh D^{Rep\,p). 
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Corollaire 1.4.6 On note 



Alors on a un isomorphisme canonique 

M^^Tc.Mc, 
c 

oil la somme est sur le meme ensemble d'indices que dans la proposition ci-dessus et, 
pour tout C ^ Cp qui s'envoie sur la strate Im{in^^g), si h est un representant de C , on 
a un isomorphisme (avec les notations de la proposition) 

Mc ~ ^^/"^i?r,(Hi/Kjv,i?r(Lie(Np),l/)>t,,...,>tJ[- dim(AMp/AG)]. 
Demonstration. On note V* la contragrediente de V. Le complexe dual de M est : 

D{M) = il^gRin,*W>-aJ*n,.---^'^ni*W>-a^il^Rj*D{J='^V) 

= {'i*n^ gRinr*W>2d-arinr ■ ■ ■ Rini*W>2d-aiiniRj*J^^V*)[2d]{d). 

Pour tout i £ {1, . . . , r}, on note Sj = —{2d — a, — 1) + = 1 — t j — 2{d — d^)- D'apres 
la proposition ci-dessus, on a 

D{M)^^Tc,M'c, 
c 

avec 

M'c ~ ^«/«^i?r(Hi/K,v,i?r(Lie(Np),T/*)<,,,...,<,J[2d](d). 

On prend Mc = D{AI^). II reste a calculer Mc- 

Notons m = dim(Np). D'apres le lemme (10.9) de |GHM| . on a 

Rr{Lie{Np),V)>t,,...,>uo^Rnom{Rr{Lie{Np),V*)<su...,<sr,'ii^ 

et H"'(Lie(Np), Q) est le caractere 7 1 — > det(Ad(7), Lie(Np))"^ de Mp (seul le cas des 
groupes G dont le centre est anisotrope est traite dans [GHMj . mais le cas general est 
similaire). En particulier, H^/Ktv agit trivialement sur H™(Lie(Np), Q), et le groupe 
Wr{Gjn) agit par le caractere A 1 — > X'^id-~^^^r) {yj^ est defini dans I'enonce de la proposition 
11.4. 5p . On en deduit que 

Mc 0^ .FH/^^i?re(HL/Kiv,i?r(Lie(Np),y)>4,,„„>tJ[a], 

avec 

a = 2dn, + m + 2q{Lp)-2d = 2g(G„J + 2g(Lp) + dim(Np) -2g(G) = - dim(AMp/AG). 

□ 
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Demonstration de la proposition \l-4-S{ On considere C = {Xi, . . . ,Xj.) G Cp. On note 
/i Timmersion localement fermee Xi — > M^{G,X) et, pour tout m G {1, . . . ,r — 1}, 
on note jm I'immersion ouverte X^ — > X^ et Im+i Timmersion localement fermee 
Xm+i — > X^ (Xm est la compactification de Baily-Borel de Xm)- On definit un com- 
plexe Lc sur par la for mule : 

Montrons par recurrence sur r que L est isomorphe a la somme directe des Tc*Lc, 
ou C parcourt I'ensemble des elements de Cp qui s'envoient sur la strate Y = Im{inr,g)- 
C'est evident si r = 1. On suppose done que r > 2 et que le resultat est vrai pour r — 1. 
Solent Yi, . . . , les strates de bord de M^(G, X)* associes a Pj^ , dont I'adlierence 
contient Y . Pour tout i G {1, . . . , m}, on note Ui : Yi — > M^(G, X)* I'inclusion et 

On a evidemment 

m 

L = ^^i*n^gRUi^WyarLi- 
i=l 

On note P' = P„j H • • • H Pn^-i • Soit i G {1, . . . , m}. D'apres I'hypothese de recurrence, 
Li est isomorphe a la somme directe des Tc^Lc, oil C parcourt I'ensemble des elements 
de Cpi qui s'envoient sur Yi et Lq' est defini de maniere analogue a Lq- On fixe 
C = {Xi, . . . ^Xr-i) qui s'envoie sur Yi, et on calcule i*n^ gRui^Wyar'Lc'*Lc'- On a un 
diagramme dont les carres sont cartesiens aux elements nilpotents pres 

Y'^XU^Xr^^ 

Y -F,- 

OU Y' est union disjointe de strates de bord de X*_y associees au sous-groupe parabolique 
(Pn,. n Qnr_i)/Nr„_i. De plus, Ics fleclies verticales sont finies, et les Heches T et Tc 
sont etales. En utilisant I'isomorphisme de changement de base propre et le fait que les 
foncteurs ii;>a commutent avec I'image directe par un morphisme fini etale, on trouve 

Kir,gR'^i*'^>arLc'*Lc' = T^W^arl'* Rjr-uLc ■ 

Ce dernier complexe est somme directe des complexes 

(T o Ir)^W>arIrRjr-l*Lc' = Tq^Lc-, 

ou Ij. : Xr — > X*_-^ parcourt I'ensemble des strates de bord dont Y' est union disjointe 
et C = {Xi, . . . ,Xr). II est clair que ces calculs impliquent le resultat cherche. 

II reste a montrer que, pour tout C G Cp, Lc est bien de la forme donnee dans 
I'enonce de la proposition. On raisonne encore une fois par recurrence sur r. Si r = 1, 
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I'isomorphisme cherche resulte directement du theoreme de Pink (jl.2.3p et du lemme 
4.1.2 de [M2j . On suppose done que r > 2 et que le resultat est vrai pour r — 1. Soit 
C = {Xi, . . . , Xr) S Cp, et soit h un element de G(Aj) dont la classe dans P(Q)Qr.„(Aj)\ 
G(A/)/K correspond a C. On note P' = P^i n • • • n Pr„_i, C = {Xi, . . .,Xr-i), 

H = ^K/i-inP(Q)Q„,(A/), 

Rl = hKh-^ n P(Q)N„,(A/) n L„,(Q)N„,,(A/) = H n L„,(Q)N„,.(A/), 

= hKh~^ n Np(Q)N„,(A^), 
H' = /iK/i-inP'(Q)Q„,,_,(A/), 
R'l = /iK/i-i nP'(Q)N„,,_,(A;) nL„_,(Q)N„,,_,(A^) = H' n L„_,(Q)N„,_,(A^), 

K'^ = /iK/i-i nNp,(Q)N„_,(A/). 
D'apres I'hypothese de recurrence, on a un isomorphisme canonique 

Lc" .F«'/Hi^r(H'i/K'^,i?r(Lie(NpO,F)<t„...,<t._J. 

En appliquant le theoreme de Pink, on trouve un isomorphisme canonique 

^ ^^>a.^^/"^iir(Hi/H'^, iir(H'^/K'^, i?r(Lie(N„^_ J, y)<t„...,<t_ J)). 

Or 

i?r(HL/H'j„ i2r(HVK'^, -)) ~ i2r(Hi/Kjv, i?r(K,v/K'jv, -)) 

~ i2r(Hi/Kjv,iir(Lie(N„7N„_J, -)) 

(le dernier isomorphisme vient du theoreme de van Est de |GKMj §24). D'autre part, 
pout tout ze{l,...,r — 1}, I'image du cocaractere Wi : Gm — *■ est contenue dans 
le centre de G„j, done commute avec G„^_i. On en deduit que 

iir(Lie(N,jN„_J,iir(Lie(N„^_J,F)<j,,...,t,_J = i?r(Lie(N„J,y)<t,,...,<j_,, 

done que 

Lc ^ u;>,,.F"/"^i?r(HL/K^,i?r(Lie(N„J,l/)<t,,...,<t,_J. 

On conclut en utilisant le lemme 4.1.2 de [M2j et le fait que I'image de Wr '■ Gm — > G„^ 
commute avec L„^(Q), done aussi avec son sous-groupe ILl/^n- 

□ 
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1.5 Correspondances cohomologiques 

Notation 1.5.1 Soit (Ti,T2) : X' — > Xi x X2 une correspondance entre schemas 
separes de type fini sur un corps fini, et soit c : T^Li — > ^2-^2 une correspondance 
cohomologique a support dans (01,02)- On note $ le morphisme de Frobenius absolu 
de Xi. Pour tout j E N, on note ^^0 la correspondance cohomologique a support dans 
(cI)J o Ti, T2) suivante : 

o TiYLi = T^^^*Li ~ T^Li T2L2. 

On commence par definir les correspondances de Hecke sur les complexes de 11.21 On 
fixe M, L et (0,^") comme dans 11.21 On considere mi,m2 G L(Q)G(Aj) et trois sous- 
groupes compacts ouverts nets K'^j, K^'*, K^'' de M(Aj) tels que H' C miH^^^m^^ et 

H' C m2H(2)m2 \ ou H' = K'^ n L(Q)G(A/) et = Kg n L(Q)G(A/). On a done 
deux morphismes finis etales T^^ : M{G,X)/R' — > M(G,A')/HW, i = 1,2. On note 
Rf> = H(*) n L(Q) et R'^ = H' n L(Q). Soit V E OhRepM- Pour i = 1,2, on note 

Li = J^^"'/^LRT(Hf,V). 
D'apres |P2] 1.11.5, on a des isomorphismes canoniques 

oil 0*i?r(H^\y) est I'image inverse par le morphisme H'/H'^ — > H*^*)/H^\ h 1 — > 
m~^hmi, du complexe de H*^*^ /H^-modules i?r(Hg , V). En utilisant les injections — > 
h I — > m~^hmi, on obtient un morphisme d'adjonction 0Ji?r(H^^\ V) — > i?r(H'^, V) 

et un morphisme trace i?r(H^, V) — > 02-^r(H]^ , y) (le deuxieme morphisme existe car 

('2) 

est d'indice fini dans R\ ) ; ces morphismes sont H'/H'^-equivariants. La correspon- 
dance de Hecke 

est le compose 

On remarque que, si L = {1}, alors cette correspondance est un isomorphisme. 

Remarques 1.5.2 (1) Supposons que K'j^^ C miK^^^m'^^ n 1112^^^11112^ , et notons 
K'^ = K'^^ n L(Aj) et K^^ = Kj^ n L(Aj). On pent, en utilisant les techniques 
de [Mlj 2.1.4 (et le fait que, pour tout sous-groupe ouvert compact K^, de L(Ay), 
on a RT{Kl,V) = ^^^j RTigiKig'^ n L{Q),V), ou (gi)ie/ est un systeme de 

representants de L(Q)\L(A/)/Kl), construire des complexes Mj = JF^a/ /^l i2r(Kg, 
et J^K'M/K'L/2r(K'^,y). On a une correspondance 

{Tm,,Trr,^) : M^'m/^'l (Q, A") ^ M^M (G, A") X M^m/^l\g,X), 
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et on construit comme ci-dessus une correspondance cohomologique 

(2) On pent construire des correspondances analogues en remplagant RT(R^l\v) et 
i?r(H'^, V) (resp. Rr{Kf\v) et RT{K'^, V)) par Rrc(Rf,V) et Rre{R'^,V) (resp. 
i?rc(K55\y) et i?rc(K'^,y)). On utilise aussi la notation Cm-^^'/ji2 pour ces corres- 
pondances. 

On reprend maintenant les notations de 11.41 et on fixe de plus un element g G G(Aj) 
et un deuxieme sous-groupe compact ouvert K' de G(Aj) tel que K' C K n gKg~^ . 
On choisit le nombre premier p comme dans I'explication apres la proposition 11.3.11 On 
suppose en particulier que g G G(Ap et que K (resp. K') est de la forme K^'G(Zp) (resp. 
K'^G(Zp)), avec C G(A^) (resp. K'^ C G(Ap). Comme dans [HI on se place sur les 
reductions modulo p des varietes. 

On note $ le morphisme de Frobenius absolu de M^(G, X)* . Pour tous V € Ob D^{RepG) 
et j G N, on note Uj : {^^Tg)*T^V — > T[T^V la correspondance cohomologique *^"'Cg,i 
sur T^V a support dans (<I>-'Tg, Ti). 

Soit V G Oh D^iJZo). D'apres 5.1.2 et 5.1.3 : 

• pour tous ti, . . . , t„ G Z U {±oo}, il existe un unique prolongement 

Uj : ($JT^)*VF-*i'-'-*"F — ,t[w-^^^-^-^"V 

de la correspondance Uj ; 

• pour tous ni, . . . , rir G {1, . . . , n} tels que ni < • • • < et tous oi, . . . , Or G 
Zujiboo}, la correspondance uj definit de maniere naturelle une correspondance co- 
homologique sur inr\w<arinr ■ ■ ■ ^nx\w<aiinij\^^^ ^ support dans {^^Tg, Ti), qu'on 

notera inr'.WKaJn^ ■ ■ ■ im\W<a-^ln J\Uj. 

De plus, on a un analogue du theoreme 1 1 . 4 . 4 1 p our les correspondances cohomologiques (cf 

[M2] 5.1.5). Le but de ce paragraphe est de calculer les correspondances in,.!^<ar^rar ■ • • ^rti!^<ai^nii!%- 

On fixe 77-1, . . . , TT-r G {1, . . . , n} tels que ni < • • • < et ai, . . . , G ZU {±cxd}, et on 
note 

L = inr\W<arinr ■ ■ ■ inilWKaiinJ'.^^V 

On utilise les notations du corollaire 11.4.61 D'apres ce corollaire, on a un isomorphisme 

L ~ {icTc)iLc, 

C&Cp 

oil, pour tout C = {Xi, . . . ,Xj.) G Cp, ic est I'inclusion dans M^{G,X)* de la strate 
de bord image de Xr (c'est-a-dire de la strate Im{inr,h), si h est un element de G(Aj) 
dont la classe dans P(Q)Q„^(Aj) \ G(Aj)/K correspond a C). La correspondance u est 
done une matrice {uci,C2)ci,C2i^Cp, dont on veut calculer les coefficients. 
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On note C'p I'analogue de I'ensemble Cp obtenu en remplagant K par K'. Les mor- 
phismes Tg, Ti donnent deux applications Tg,Ti : C'p — > Cp, qui correspondent par 
les bijectionsCp ~ P(Q)Q„,(A/) \ G(A/)/K et C'p ~ P(Q)Q„,(A/) \ G(A/)/K' de la 
proposition 11.1.31 aux applications induites par h i — > hg et h \ — > h. 



.(2) 



Soient Ci = (xf \ . . . , X^^^), C2 = (xf \ . . . , X^^^ ) dans Cp et /ii,/i2 G G(A/) 
des representants de Ci et C2. Soit C = {X'^, . . . , X'^) dans C'p tel que Tg{C') = 
Ci et Ti{C') = C2. On fixe un representant h' G G(Aj) de C . II existe gi,(?2 S 
P(Q)Q„^(Aj) tels que qih' G higK et q^h' G /i2K- On note ^1,^2 l^s images de gi,g2 
dans L„^(Q)G„^(Aj). On a des diagrammes commutatifs 



X'^ 



telle' 



'11 



X.. 



(1) 



mK'(G,A')* 



x'„ 



ir.iTn 



'92 



MK(G,A')* 



(2) 



2-^0(2) 



D'apres le cor oUaire 11.4.61 et le debut de ce paragraphe, on a des isomorphismes 



>il 



,>t, 



.)[«] 



et 



/liK/ir^ n P((Q))Q„JAf), = h(*) n L„,,(Q)N„,(A/) et k5;) = H« n N„^(A/). 



avec ti,...,tr definis comme dans I'enonce de la proposition, a = — dim{Aj^jp/ Aq 
H« = hiKhr^ n P(Q)Q„,(A/), H« 
On obtient done une correspondance cohomologique 

En prenant I'image de cette correspondance par {ic^Tc^,ic2Tc2) (I'image par un mor- 
phisme propre est definie dans SGA 5 III 3.3 ; I'image directe par une immersion loca- 
lement fermee est definie dans [M2j 5.1.1, et on definit le prolongement par zero par 
dualite), on obtient une correspondance cohomologique 

{^^Tgy{ic,Tc,)^Lc, T[{ic,Tc,)iLc„ 
qu'on note uq'- D'autre part, on note 

Nc = [Kg) : h2K'h^'n-NrU^f)]. 
Proposition 1.5.3 Le coefficient uci,C2 ci-dessus est egal a 



Co 



oil la somme est sur Vensemble des C £ C'p tels que Tg{C') = Ci et Ti{C') 

Cette proposition est une generalisation du dual du theoreme 5.2.2 de |M2| et se prouve 
exactement de la meme maniere (par recurrence sur r, comme la pr op osit ion 1 1 . 4 . 5]) . La 
preuve du theoreme 5.2.2 de [M2j utilise la proposition 2.2.3 de [M2j (via la preuve du 
corollaire 5.2.4), mais cette proposition, qui n'est qu'une reformulation de la proposition 
4.8.5 de [P2j, est valable aussi pour les varietes de Shimura considerees ici. 
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1.6 Rappel des formules des points fixes de Kottwitz et 
Goresky-Kottwitz-MacPherson 

On rappelle ici deux resultats sur les points fixes des correspondances de Hecke, dont 
on aura besoin dans 11.71 

Theoreme 1.6.1 (" JKUf 19.6) On se place dans la situation de \1.5\ et on suppose de 
plus que la donnee de Shimura (G, X) est du type considere dans lKll]j §5. On fixe une 
cloture algebrique F de ¥p. Soit V G Ob RepG- Pour tout j > 1, on note T{j, g) la somme 
sur Fensemble des points fixes dans {G,X){¥) de la correspondance ($-^ o Tg,Ti) 
des termes locaux naifs (cf JP3y 1.5) de la correspondance cohomologique Uj de li. 51 sur 
T^V. Alors 

TU,9) = E c{^o;i,6)0^{nTOsicPf)Tr{^o,V). 

{7o;7.'5)6Cg,j 

Expliquons les notations (cf |K9j §2 et 3). 
La fonction fP G C,°°(G(A^)) est definie par 

■' vol(K'P) ■ 

Pour tout 5 G G(Ap, on note 

JG(Ap^\G(Ap 

oil G(Ap^ est le centralisateur de 7 dans G(Ap. 

On a fixe une injection F C Qp, qui determine une place p de F au-dessus de p. On 
note Qp'' I'extension non ramifiee maximale de Qp dans Qp, L I'extension non ramifiee 
de degre j de Fp dans Qp, r = [L : Qp], wl une uniformisante de L et a G Gal(Qp^/Qp) 
I'element relevant le Frobenius arithmetique de Gal(F/Fp). Soit 5 G G(L). La norme N5 
de 5 est definie par 

N5 = 5a{5)...a''-\5) G G(L). 
Le cr-centralisateur de 6 dans G(-L) est 

G{LYs = {x G G{L)\x5 = 5a{x)}. 

Si 5' est un autre element de G(L), on dit que 5 et 5' sont cr-conjugues s'il existe x G G(L) 
tel que 5' = x6a{x). 

Par definition du corps reflex F, la classe de conjugaison de cocaracteres hx o Ho ■ 
Gm,c — ^ Gc, X £ X, de 11.11 est definie sur F. On pent choisir un element fi dans cette 
classe de conjugaison qui se factorise par un sous-tore deploye maximal de G sur Ol (cf 
|K9| §3 pl73), et on pose 

= lG(a,)M-Z^)G(«.) ^ W(G(^),G(Ox)). 
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('H(G(L), G(C'l)) est I'algebre de Hecke des fonctions a support compact sur G(L) 
invariantes a droite et a gauche par G(C'l).) Pour tous 6 G G(L) et (p £ C^(G(L)), on 
note 

TOs{cl>) = [ <Piy-'da{y))dy. 
Jg{l)-\g(l) 

Soit T un tore maximal de G. La classe de conjugaison de cocaracteres o fif), x G X , 
correspond a une orbite sous le groupe de Weyl de caracteres de T ; on note fii la 
restriction commune a Z(G) de ces caracteres. 

II reste a definir I'ensemble d'indices Cgj et les coefficients 0(70; 7, 5). On considere 
I'ensemble des triplets (70; 7, (5) G G(Q) x G(Ap x G(L) satisfaisant I'ensemble (C) de 
conditions suivant : 

• 7o est semi-simple et elliptique dans G(M) (c'est-a-dire qu'il existe un tore maximal 
elliptique T de Gr tel que 70 € T(M)). 

• Pour toute place v ^ p,oo de Q, (la composante en v de 7) est conjugue a 70 par 
G(QJ. 

• N5 et 7o sont conjugues par G(Qp). 

• L'image de la classe de 5 par le morphisme -B(Gqp) — > X* {Z{G)'^''^^^p/^p^) de 
[K9] 6.1 (S(Gqp) est I'ensemble des classes de a-conjugaison dans G(L)) est la 
restriction de -/ii a Z{G)^^^^^p/^p\ 

On dit que deux triplets (70; 7, S) et (79; 7', 5') sont equivalents si 70 et 79 sont conjugues 
dans G(Q), 7 et 7' sont conjugues dans G(Aj), et S et 5' sont cj-conjugues dans G(L). 

Soit (70; 7, (5) un triplet verifiant les conditions (C). On note /q le centralisateur de 70 
dans G. On a un morphisme canonique Z{G) — > Z{Iq), et la suite exacte 

1 ^ ziG) Z{To) Z{h)/Z{G) 1 

induit un morphisme 

7ro((Z(/o)/Z(G))G-^W/«) Hi(Q,Z(G). 
On note .^(/q/Q) la preimage par ce morphisme du sous-groupe 

Keri(Q,Z(G)) :=Ker(Hi(Q,Z(G)) J] hHQ,,Z(G))). 

V place de Q 

Dans [K9j §2, Kottwitz a defini un element a(7o; 7, 5) G ^(/q/Q)^ (ou, pour tout groupe 
A, = Hom(^,C^)), qui ne depend que de la classe d'equivalence de (70; 7, (5). Pour 
toute place u / p, 00 de Q, on note I{v) le centralisateur de 7^ dans Gq^ ; comme 70 
et 7„ sont conjugues dans G(Q„), on a un torseur interieur ijjy : Iq — > I{v), bien defini 
aux automorphismes interieurs de Iq pres. On pent definir un Qp-groupe I{p) tel que 
I(j)){Qp) = G{L)g et un torseur interieur ipp : Iq — > I{p)-, unique aux automorphismes 
interieurs de Iq pres. Enfin, on a des objets analogues V'oo : -^0 — *■ -^00 en la place infinie 
(cf le debut de [K9j §3) ; /(oo) est un M-groupe qui est anisotrope modulo Aq- On 
considere les triplets (/, ■0) {jv))-, ou : 
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- / est un groupe algebrique sur Q ; 

- : Iq — > I est un torseur interieur ; 

- pour toute place v de Q, : I — > I{v) est un isomorphisme de groupes sur tel 
que jy oijj et ipv ne different que par un automorphisme interieur de Iq sur ; 

- jv est non ramifie pour presque tout v. 

Kottwitz montre que, si a(7o; 7, 5) = 1, alors il existe un tel triplet (/, -i/', {jv)) et que, de 
plus, si (I' , ip' , (j'y)) est un autre triplet verifiant les memes proprietes, il existe G 
4d(A) tel que {j'^)) ~ {I,^, {j^ o lnt{K))). 

L'ensemble d'indices Cgj de la somme du theoreme est I'ensemble des classes d'equivalence 
de triplets (70; 7, 5) verifiant les conditions (C) et tels que 0(70; 7, (^) = 1. Pour tout 
(70, 7, (5) dans cet ensemble d'indices, on pose 

c(7o;7,5) =vol(/(Q)\/(A/))|Ker(Keri(Q,/o) -^Keri(Q,G))|. 

Enfin, on normalise les mesures de Haar comme dans |K9j §3 : On utilise sur G(Aj) 
(resp. G(Qp), resp. G(L)) la mesure de Haar telle que le volume de (resp. G(Zp), 
resp. G{Ol)) soit egal a 1. On prend sur /(A^) (resp. I{Qp)) une mesure de Haar telle 
que les volumes des sous-groupes ouverts compacts soient des nombres rationnels, et on 
utilise les pour transporter ces mesures sur G(Ay)^ et G{L)g. 

Remarque 1.6.2 Si K' = K H gKg~^, on pent remplacer par la fonction 



(cf [KlI] §16 p 432). 



Remarque 1.6.3 II y a deux differences entre la formule donnee ici et la formule |Kllj 
(19.6) : 

(1) Kottwitz considere la cor resp ondance {Tg, o Ti) (au lieu de ($-^ o Tg, Ti)) et ne 
definit pas le terme local naif de la meme maniere que Pink (cf [Kllj §16 p 433). 
Mais on voit facilement (en comparant les definitions des termes locaux nai'fs et 
en composant la cor resp ondance de Kottwitz par Tg-i) que le nombre T{j,f) de 
[Kll] (19.6) est egal a T{j,g~^). Ceci explique que la fonction de C^(G(Ap) qui 
apparait dans I'enonce du theoreme 1 1 . 6 . 1 1 soit vol{K'^)~^lgKP, au lieu de la fonction 
fP = vol(K'P)-ilKPg-i de [KIT] §16 p 432. (Kottwitz prend aussi systematiquement 
K' = K n gKg~^ , mais son resultat se generalise immediatement au cas 011 K' est 
seulement un sous-groupe de K n gKg~^). 

(2) II est precise en dessous de la formule [Kll] (19.6) que cette formule est valable 
pour le modele canonique d'une variete de Shimura associee a la donnee (G, X, h~^), 
et non {G,X,h). Les normalisations de I'isomorphisme du corps de classe global 
utilisees dans |K9j . |Kllj et ici sont bien les memes (ce sont aussi celles de |D1] 
0.8 et |P2) 5.5). Cependant, la convention pour Taction du groupe de Galois sur 
les points speciaux du modele canonique que nous suivons est celle de fP2j 5.5, 
qui est I'inverse de celle de jDlj 2.2.4 (car le morphisme de reciprocite de jP2] 5.5 
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est I'inverse de celui de |D1] 2.2.3). Or Kottwitz utilise la convention de Deligne, 
done ce qu'il appelle modele canonique pour une variete de Shimura associee a la 
donnee (G, X, h~^) est ce que nous appelons ici modele canonique pour une variete 
de Shimura associee a la donnee {G,X,h). 

Remarque 1.6.4 En fait, Kottwitz montre un resultat plus precis dans [Kll] §19 : 
Pour tout 7 G G(Ap, soit N^j) le nombre de points fixes x' dans (G,A')(F) qui 
peuvent etre representes par un x G M{G, X){¥) verifiant ^^{x)g = xk, avec k £ K et 
gk~^ conjugue a 7 dans G(Ay) (cette condition ne depend que de x' et pas du x choisi). 
Alors, si x' est un tel point fixe, le terme local naif en x' est Tr(7£, V) (011 7^ est la 
composante en ^ de 7), et 

Nil) = Y.c{^o;i,s)o^{fnTOs{<pf), 
s 

oil la somme est sur I'ensemble des classes de cr-conjugaison 5 € G(L) pour lesquelles il 
existe 70 S G(Q) tel que le triplet (70; 7, 5) soit dans Cgj (si un tel 70 existe, alors il est 
necessairement unique a conjugaison par G(Q) pres, puisque, pour toute place v p,oo 
de Q, il est conjugue dans G(Q^) a la composante en f de 7). 



La formule des points fixes de Goresky, Kottwitz et MacPherson est valable dans 
un cadre un peu different, celui de la fin de 11.21 dont on utilise les notations. Solent 
V G OhRepG, g G G(Aj) et K,K' deux sous-groupes compacts ouverts nets de G(Aj) 
tels que K' C K n g¥^g~^ . On a deux morphismes finis etales Tg, Ti : (G, ■X){C) — > 
M^{G, X){C), et on definit comme au debut de 11.51 une correspondance cohomologique 

Le theoreme ci-dessous est un cas particulier du theoreme 7.14.B de |GKM] . cf |GKM] 
(7.18). 

Theoreme 1.6.5 La trace de Ja correspondance Ug sur la cohomologie a supports com- 
pacts RTciM^{G,X){C),T^V) est egale a 

^(_l)dim(AM/Ao)(^G^-l^^Af(^)-l^(M,)0,(/^)|D^(7)r/2rr(7,y), 
M 7 

oil M parcourt I'ensemble des classes de G{Q) -conjugaison de sous-groupes de Levi 
cuspidaux de G et, pour tout M, 7 parcourt I'ensemble des classes de conjugaison semi- 
simples de M(Q) qui sont elliptiques dans M(M). 

II faut expliquer les notations. 

• f°° = — J^^Ty ^ ^c°iG{Af)), et est le terme constant le long du sous-groupe de 
Levi M (cf [(;;KMj (7.13.2)). 



26 



• Soit M un sous-groupe de Levi de G. On note Ajv/ le sous-tore deploye (sur Q) 
maximal du centre de M et 

n^ = |NorG(M)(Q)/M(Q)|. 

On dit que M est cuspidal si le groupe Mk a un tore maximal T (defini sur M) tel 
que T/Am,r soit anisotrope. 

• Solent M un sous-groupe de Levi de G et 7 € M(Q). On note M"' le centralisateur 
de 7 dans M, = (MT)°, 

.^■^(7) = |MT(Q)/M^(Q)| 

et 

D^(7) = det(l - Ad(7),Lie(G)/Lie(M)). 

• x(M^) est la caracteristique d'Euler de M^, cf |GKMj (7.10). 

Remarque 1.6.6 D'apres la formule de |GKMj 7.14.B, on devrait avoir Tr('y, V*) (ou 
rr(7~^, V)) au lieu de Tr{'y, V). La difference entre les deux formules vient du fait que 
[GKM] utilise une autre convention pour definir la trace de Ug (cf [GKM] (7.7)) ; nous 
utilisons ici les conventions de SGA 5 III et de |P1) . 

1.7 Formule des points fixes 

On utilise les notations introduites au-dessus de la proposition 11.5.31 et les notations 
de 11.61 On suppose de plus que les donnees de Shimura {G,X) et (Gj, A'j), 1 < i < n, 
sont du type considere dans |Kllj §5 (en particulier, G"'^ est de type abelien, done on 
pent prendre TZq = Repc c'est-a-dire choisir V G OhD''{RepG) quelconque). 

On a une correspondance cohomologique 

Uj : ($iTg)*VF-*i'-'-*"y — ,t[w-*^'-^-*"V, 

et on veut calculer la trace de cette correspondance. On suppose que w{Grn) agit sur les 
H* y, i e Z, par 1 1 — > t™" (oil w : Gm — > G est le cocaractere de ll.3p . 
On note 

/-'P = vol(K'^)-il,KP. 

Soit P un sous-groupe parabolique standard de G. On ecrit P = P„^ n • • • H Pn^i avec 
ni < • • • < rir. On pose 

^i' = E(-i)''"^^'^'''^^(^^;")"'E^^(^^)"'^(L,j|z)^- (7^)1^/2 

c(7o; 7, S)0^fLMLG„^)OjL (1l(Zp)) 

{7o;7.'5)eCG„^ ,j 

SplQ^){7o)TOsi(l)f"'')6]^^^.^{-fLlo) Tr(7L7o, Rr{Lie{Np), V)>t„^+m,...,>t„,+m), 
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ou la premiere somme est sur un systeme de representants de I'ensemble des classes de 
Lp(Q)-conjugaison de sous-groupes de Levi cuspidaux L de Lp et la deuxieme somme 
sur un ensemble de representants des classes de conjugaison semi-simples 71, dans L(Q) 
qui sont elliptiques dans L(R). On note aussi 

Tg= J2 c{jo;i,6)0^{nnTOs{<pf)Tr{jo,V). 
{7o;7:'5)eCG,j 

Theoreme 1.7.1 Si j est assez grand, alors 

Tr(n„ /?r(MK(G, ;f)J, (VF^*i--'^*"F)f)) = Tg + ^ Tp, 

p 

oil la somme est sur I'ensemble des sous-groupes paraboliques standard de G. De plus, 
si g = 1 et K = K' , alors le theoreme est vrai pour tout j G N*. 

Demonstration. Pour tout i £ {1, . . . , n}, on note Oj = — tj — m + dim(Mj). Pour tout 
sous-groupe parabolique standard P = P„^ n • • • n Pn^j avec ni < • • • < n^, on pose 

On pose 

= Tr(n„i?r(MK(G,^)J, (ji^^^jp)). 

Alors, d'apres le dual de la proposition 5.1.5 de |M2] et la definition de W-^^''"'-^"V , on 
a 

p 

oil la somme est sur I'ensemble des sous-groupes paraboliques standard de G. II reste a 
montrer que Tq = Tq et T'p = Tp. On fixe P (done aussi ui, . . . ,nr). On voit facilement 
que 

dim(AM^/AG) = r. 

Soit /i G G(Ap. On note 

KN,h = hKh-^nN{Af) 
Kp^h = fiKh-'^ n P(A/) 

^M,h = ^P,h/^N,h 

KL,h = {hKh-^ n Lp{Af)-Np{Af))/KN,h 

Rh = hKh-^nP{Q)QnA^f) 
RL,h = hKh-^nLp{q)Np{Af). 

On definit de meme des groupes K'^^, etc, en remplagant K par K'. S'il existe q E 
P(Q)Q„^(Aj) tel que qhK = hgK, on note g I'image de q dans Mp(Aj) et on appelle Uh la 
correspondance cohomologique sur T^''^^^'''RTc(H.L,h, -Rr(-^*e(N„^), V^)>t„^,...,>t„^)[a] a 
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support dans {^^Tg,Ti) egale a ^^Cg^i (on pent supposer que q est dans P(Ap, done 
que q £ Mp(Aj)). Cette correspondance est notee uc' dans 11.51 ou C est I'image de h 
dans C'p. S'il n'existe pas de tel q £ P(Q)Q„,,(Aj), on pose = 0. De meme, s'il existe 
q G P(Ay) tel que qhK = hgK, on note q I'image de q dans Mp(Aj) et on appelle Vh la 
correspondance cohomologique sur J^^^'-'^^^^-'^ RTc{Ki^h, Rr{Lie(N p) , ^)>t„^,...,>t„^)[a] 
a support dans {^^Tg,Ti) egale a ^^Cg^i (on pent toujours supposer que q £ P(Aj)). S'il 
n'existe pas de tel q S P(Aj), on pose Vh = 0. Enfin, on note Nh = [Kjy^h '■ ^'n h\- 

Soit h £ G(Ay) tel qu'il existe q £ P(A/) avec qhK = hgK. D'apres la proposition 
11.7.21 ci-dessous. on a 

Tj:{vh) = y^Tr(nfe/), 
h' 

oil h' parcourt un ensemble de representants dans G(Aj) des doubles classes dans 
P(Q)Qn,(A/) \ G(A/)/K' qui s'envoient sur la classe de h dans P(A/) \ G{Af)/K' 
(on applique la proposition 11.7.21 avec M = Mp, K^f = KM,h, m egal a I'image de q 
dans Mp(Aj)). D'autre part, d'apres la proposition II. 5. 3} on a 

h 

OU h parcourt un ensemble de representants dans G(Aj) des doubles classes dans P(Q)Qnr {^f)\ 
G(A/)/K'. On en deduit que 

T^, = {-lYY,NhTTivH), 

h 

OU h parcourt un ensemble de representants dans G(Ay) des doubles classes dans P(Aj)\ 
G{Af)/K'. 

Soit h £ G(Ap. On suppose qu'il existe q £ P(Aj) tel que qhK = hgK. On note q 
I'image de q dans Mp(Aj), et on ecrit q = qilH, avec qi £ Lp(Ap et qn £ G„^(A^). 
On note 

fG,h = '^°K^'M,h/^'L,h)~'^hHiKM,h/KL,h)- 

OnaK'^^^ C KL^hr\qLKL^hql^,et on note I'endomorphisme de i?rc(Ki^;i, i?r(Lie(Np), y)>t„^,...,>t„J 
induit par la correspondance cohomologique Cg^^i. 

Pour calculer la trace de v^, on utilise la conjecture de Deligne, qui a ete demontree 
par Pink (cf |P3] ) sous certaines hypotheses (verifiees ici, au moins quitte a inverser 
quelques autres nombres premiers), et en general par Fujiwara ([F]) et Varshavsky ([V]). 
Cette conjecture (qui est maintenant un theoreme), dit que, si j est assez grand, alors 
les points fixes de la correspondance entre schemas sous-jacente a Vh sont tous isoles, et 
que la trace de Vh est la somme sur ces points fixes des termes locaux nai'fs. D'apres le 
theoreme ll.6.1l et la remarque 11.6.41 on a done, si j est assez grand, 

Tt{v,) = i-iy Yl c{^o;i,6)0,{f^f)TOs{c^f"n 
(7o;7,5)eCG„^,j 
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TV(n,^7o,i?r,(Ki,;„i?r(Lie(Np),y)>t„^,...,>t„J). 

On note 

/rp,h = voi(Ki,,)-i]i,,K,,,. 

On a 

-too _ 11 f°o,P 
JLp,h — ^LpiZp)JLp,h^ 

avec /^'^/j G C^(Lp(Aj)). D'apres le theoreme 11.6.51 pour tout 70 € G„^(Q), on a 
TrK,7o,i?r,(K,.,,,i?r(Lie(Np),y)>,„^,...,>,„J) = ^(-l)'i'-(^-/^-p)(n^^ 

L 

ou L parcourt I'ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes de Levi cuspidaux 
de Lp et 7^ parcourt I'ensemble des classes de conjugaison semi-simples dans L(Q) qui 
sont elliptiques dans L(M). Pour montrer que T'p = Tp, il suffit de montrer que, pour 
tout sous-groupe de Levi L de Lp, pour tout 7/, G L(Q) et tout (70; 7, (5) G Cg^^j, 

N,0,, {{fZ,,hmfG:D = 0,,,{fr6l (7L70)O,, (lL(^,))'^pfM) (70), 

h 

ou la somme est sur un ensemble de representants h € G(Ay) des doubles classes dans 
P(A/) \ G(A/)/K' (avec ^ = et = s'il n'existe aucun q e P(A/) tel que 

qhK = hgK). 

On fixe un sous-groupe parabolique R de Lp de Levi L, et on note P' = RG^^Np 
(un sous-groupe parabolique de G de Levi LG„^). On fixe un systeme de representants 
{hi)i^i dans G(Aj) de P(A/) \ G(Aj)/K'. Pour tout « e /, on fixe un systeme de 
representants {mij)jizj. dans Lp(Aj) de R(Aj) \ Lp(Aj)/K'j^ ^. . Alors {mijhi)ij est un 
systeme de representants de P'(Aj) \ G(Aj)/K'. D'apres le lemme [r.7.4l ci-dessous. on a 

O-zlMlgI,) = '^p/(Ap(7L7)5Z'^("^»i^»)'^TL7(/P',m.,hJ, 

avec 

r{mijhi) = [{mijhi)K{mijhiy^ r\Np,{Kf) : (mjj/ij)K'(my/ij)"^ n Np/(Aj)] 

et fp',mijh, egale au produit de 

voli{im,jh,)K'{mijhi)-^ n P'(A/))/((mi,-/i,)K'(m,,/ii)-i n Np,(A/)))-i 

et de la fonction caracteristique de I'image dans (LG„,,)(Ay) = Mp/(Ay) de {mijhi)gK{mijh,i)^^n 
P'(Aj). On observe que 

r{mijhi) = NhT'{mij), 
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ou 

r'{mij) = [m,jKL,h,mr^ n Nh(A/) : mijK'L^^^mr^^ n Njj(A/)], 

que 

^P'{A^^){7Ll) = '5R(Ap(7L)5p(Ap(7L7), 

et que 

fp',mijhi = fR,mijfG,'hiJ 

OU fR^rriij est le produit de 

vol((mi,-Ki,^^mr.i n R(A/))/(mi,-Ki,^^m,r.i n Nk(A/)))-i 

et de la fonction caracteristique de I'image dans L(Aj) = M/j(Aj) de {mijhi)gK{mijhi)^^n 
R(Aj)Np(Aj). Une deuxieme application du lemme [T.7.41 donne. pour tout i G /, 

Finalement, 

i€l j€Ji 

= ((1lp(Zp))l)<5J/(^p (7L)^p,yAp (7l7)07l7(/lg1,, ) 

= OT,^((lLp(Zp))L)<5;J{p(7L7)O^L7(/rc£,)- 

Pour finir la preuve de I'egalite cherchee, il suffit de remarquer que (1lp(Zp))l = 1l{Zp); 
que Sp^^p^ijLl) = '5p({p(7L7o), que, comme 7^70 G Mp(Q), la formule du produit 
donne 

^p(Ap(^iTo) = '^P(Qp)(7L7o)<5pfK)(7L7o) 

et que 

^P(Qp)i^Llo) = ^P(Qp){lL)SpiQp){lo) = ^PiQp}{lo) 

si 07£(1l(z )) / (car ceci implique que est conjugue a un element de L(Zp)). 

Enfin, si j est assez grand, on calcule Tq en utilisant le theoreme 1 1 . 6 . 1 1 et la conjecture 
de Deligne. II est clair que = Tg. 

Si 5( = 1 et K = K', alors Uj est simplement la correspondance cohomologique induite 
par Dans ce cas, on pent calculer la trace de Uj en utilisant la formule des traces de 
Grothendieck (cf SGA 4 1/2 [Rapport] 3.2), qui est valable pour tout j £ N*. 

□ 
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Proposition 1.7.2 Soient M, L et {G,X) comme dans \1.2l Soient m G M(Aj) et 
K'jy,^, Km deux sous-groupes compacts ouverts nets de M(Aj) teJs que K'^ C Km H 
mKMrn'^ . On note Kl = Km n L(Aj) et K = Kftf/Kx. On considere un systeme de 
representants (mj)jg/ de rensemble des doubles classes c £ L(Q)G(Aj) \ M(Aj)/K'^ 
telles que cuiKm = cKm- Pour tout i £ I, on fixe k £ L(Q) et gi £ G(Aj) tels que 
hgif^i £ rriimKM- On suppose que les varietes de Shimura et les morphismes qu'on peut 
former avec les donnees ci-dessus out de bonnes reductions modulo p (en particulier, Km 
et K'j^ sont egaux a M(Zp) eu p, et m,mi £ M(Ap, gi £ G(Apj. On note le corps 
de definition de ces varietes et F uue cloture algebrique de ¥g. 

Pour tout i £ I, on note Hj = miKMrnJ^ n L(Q)G(A/), Hj,L = Hj n L(Q) et Kj = 
Hi/Hi,L. On fixe V £ OhRepG- On note 

L = T^RV{Kl,V) 

Li = T^^RT{Yli^L,V) 
M = J^'^RT,{Kl,V) 
Mi = J^'^RV,{YLi^L,V). 

Alors, pour tout a £ Gal(F/Fg), 

(1) ^Tr(aq,g^,i,i2r(MK^(G,A')F,Li,F)) = Tr(ac„,i, fir(M^(G, A')f, Lf)). 

(2) ^Tr(cTQ,g,,i,iir,(MK>(G,;f)F,Mi,F)) = Tr(ac„,,i, iir,(Af^(G, A-^, Mf)). 

is/ 

Demonstration. On ecrit m = Ig, avec / £ L(Aj) et 5 G G(Aj). On peut supposer que 
mi £ L(Aj), done gi = g, pour tout i £ I. On note K'' = H,, n G(Aj) = mKMm~^ n 
G(A/). 

Le point (2) resulte du point (1) par dualite. 

Montrons (1). On note Cm rendomorphisme de Rr{KM, V) egal a 

RTiKM, V) Rr{K'M, V) ^ Rr{KM, V), 

ou la premiere fleche est induite par I'injection K^ — > Km, k 1 — > m~^km, et la 
deuxieme fleche est le morphisme trace associe a I'injection K'j^ C Km- On definit de 
meme, pour tout i £ I, un endomorphisme q.^. de RT{ILi, V). On a 

i?r(KM,y)~0/zr(Hi,y) 

iei 

et Cm = Qi^i, done il suffit de voir que cette decomposition est Gal(F/Fq)-equivariante. 

Soit a £ Gal(F/Fg). Alors a donne un endomorphisme de RT{K°, V) = i?r(M^"(G, 
qu'on note encore o", et, d'apres le lemme ci-dessous, I'endomorphisme de i?r(KM,l^) 
(resp. i2r(Hj, F)) donne par o est 

i?r(KM/(KA/nL(A/)),a) 
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{resp. i?r(Hi/(H,nL(Q)),a)). 

Ceci permet de conclure. 

□ 

Lemme 1.7.3 Soient M, L et (G, X) comme dans la proposition ci-dessus. Soit Km un 
sous-groupe compact ouvert net de M(Aj). On note Kl = Km n M(Aj), Kg = Km n 
G(A/), H = Km n L(Q)G(A/), = Km n L(Q), K = Km/Kl et K' = R/Rl- Soient 
V G Ob RepM et a £ Gal(F/Fq). L'element a induit un endomorphisme de RT{Kg, V) = 
RT{M^o(^G^X)y,:F^'^Vf) (resp. RT{Km,V) = Rr{M^{G, X)^, T^RT{Kl,V)w), resp. 
RT{R,V) = RT{M^'{G,X)w,J^^'RT{RL,Vh)), qu'on note ipo (resp. ip, resp. ip'). Alors 

ip = RT{KM/KG,ipo) 

et 

^' = RT{R/Kg,^o). 

Demonstration. Les deux egalites se montrent de la meme maniere. Prouvons la 
premiere. On note Y = M^g(g,A'), X = M^{G,X), f : Y — > X le morphisme 
Ti (qui est fini etale) et L = J^^RT(Kl,V). On a f*L = T^GjiY{KL,V) par [PT] 
(1.11.5), et L est canoniquement un facteur direct de f*f*L car / est fini etale, done il 
suffit de montrer que I' endomorphisme de 

Rr{Y^, fL) = RT{Kg, RT{Kl, V)) = RT(Kl, RT{Kg, V)) 

induit par a est egal a RV(Kl,{Pq). Le complexe M = T^^V sur Y est un complexe 
de Ki-faisceaux au sens de [P2] (1.2), et on a Rr{KL,M) = f*L d'apres [P2] (1.9.3). II 
suffit d'appliquer |P2j (1.6.4) pour conclure. 

□ 

Rappelons un lemme de |GKMj . Soient G un groupe reductif connexe sur Q, M un 
sous-groupe de Levi de G et P un sous-groupe parabolique de G de Levi M. On note 
N le radical unipotent de P. Si / G C^(G(A/)), le terme constant /m G C^{M{Af)) 
de / le long de M est defini dans [GKM] (7.13) (la fonction Jm depend du choix de P, 
mais ses integrales orbitales n'en dependent pas). Pour tout g G M(Aj), on note 

^PiAf){9) = \det(Ad{g), Lie(N) (S) Af)\Af. 

Soient g G G{Af) et K' ,K deux sous-groupes compacts ouverts de G(Aj) tels que K' C 
gKg~^. Pour tout h G G(A/), on note KM{h) I'image dans M(A/) de hgKh^^ nP{Af), 

fp.h = vol((/iK'/i-i n P{Af))/{hK'h-^ n N(A;)))-11k„(/,) G (M(A/)), 

et 

r{h) = [hKh-^ n N(A/) : hK'h~^ n N(A/)]. 
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(On remarque que, s'il existe aucun element q G P(Aj) tel que qhK = hgK, alors Km (^) 
est vide, done fp^h = 0.) On pose 



/ = V0l(K')-4gK 

et 

fp = ^r{h)fp^h, 

h 

ou la somme est sur un ensemble de representants du double quotient P(Aj)\G(Aj)/K'. 

1 /2 

Lemme 1.7.4 ^ jGKMJ f 7.13.A) Les fonctions /m et Sp^^^^^fp out les memes integrales 
orbitales. 

Dans [GKM] . le g est a droite du K (et pas a gauche) et on a '^p(A/) ^^^^ '^p'(Ay^)' 
mais on voit sans difficulte que la preuve s'adapte au cas considere ici. On a une variante 
evidente en remplacant Aj par A^ ou par Qp, ou p est un nombre premier. 

Remarque 1.7.5 Le lemme ci-dessus implique en particulier que la fonction 7 1 — > 
0^(/m) sur M(Aj) est a support contenu dans un ensemble de la forme U mXm^^, 

r?ieM(A/) 

OU X est un sous-ensemble compact de M(Aj), car le support de 7 1 — > 07(/m) est 
contenu dans I'union des conjugues des KM{h), pour h parcourant un ensemble de 
representants de I'ensemble fini P(Aj) \ G(Aj)/K'. De plus, si g = 1, alors on pent 
supposer que X est une reunion finie de sous-groupes compacts de M(Aj), nets si K est 
net (car les Km(^) sont des sous-groupes de M(Aj) dans ce cas). 



2 Rappels sur certains groupes unitaires 

Dans la suite, on appliquera la formule des points fixes a certains groupes unitaires 
sur Q. Dans cette section, on definit ces groupes unitaires et leurs donnees de Shimura, 
et on rappelle la description de leurs sous-groupes paraboliques. 



2.1 Definition des groupes 

Pour n E N*, on note 

I = L 



et 



An 



/ 1 

V 



1 



G GL„(Z) 



G GL„(Z). 
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Soit E = Q[V^] {b G N* sans facteur carre) une extension quadratique imaginaire 
de Q, dont I'automorphisme non trivial sera note ; on fixe une fois pour toutes une 
injection i? C Q C C et une injection Q C Qp pour tout nombre premier p. 

Soient n G N* et J G GL„(Q) une matrice symetrique. On note GU(J) le groupe 
algebrique sur Q dont les points a valeurs dans une Q-algebre A sont donnes par 

GU{J){A) = {ge GLniE ®q A)\g*Jg = c{g)J,c{g) G A^}, 

avec, s\ g ^ GL„ (E^ A) , g* = *g. On a des morphismes de groupes algebriques sur Q : 

c : GU(J) — > Gm et det : GU(J) — > RE/qGm, 

et on note U(J) = Ker(c) ct SU(J) = Ker(c) nKer(det) ; SU(J) est Ic groupe derive de 
GU(J) et de U(J). Les groupes GU(J) et U(J) sont reductifs connexes, et le groupe 
SU(J) est semi-simple simplement connexe. 
Soient p, g G N tels que n := p + q > 1. Si 

alors on note GV{p,q) = GU(J), V{p,q) = U(J) et S\J{p,q) = SU(J). Si g = 0, 
on note aussi GU(p) = GU(p, g). Ccs groupes sont quasi-deploycs sur Q (ou M) si et 
seulement si p — q < 1. Le Q-rang semi-simple et le M-rang semi-simple de GU(p, q) sont 
tons les deux egaux a q. 
Soit n G N*. On note 

, _ J GU(n/2,n/2) si n est pair 

1") - I GU((n + l)/2, (n - l)/2) si n est impair ' 

Le groupe GU(n) est le forme interieure quasi-deployee du groupe GU(J), pour toute 
J G GL„(Q) symetrique. 

Enfin, on note GU*(0) = GU(0,0) = G„, et (c : GU*(0) — > G„) = id. 

Soient rai, . . . , G N et Ji G GL„^(Q), . . . ,Jr G GL„^(Q) des matrices symetriques. 
Alors on note 

G(U(Ji) X • • • X V{Jr)) = {{gi, ...,gr)e GU(Ji) x • • • x GV{Jr)\c{g,) = ■■■= c{gr)}. 
De meme, on note 

G(U*(ni)x- • •xU*K)) = {(51, ...,gr)e GU*(ni)x- • •xGU*(n,)|c(5i) = • • • = c{gr)}. 

Remarque 2.1.1 Si la matrice J est dans GL„(Z), on pent etendre GU(J) en un 
schema en groupes Q sur Z en posant, pour toute Z-algebre A, 

g{A) = {g € GLn{A ®z OE)\g*Jg = c{g)J,c{g) G ^^}. 

Pour tout nombre premier I non ramifie dans E, Q^^ est un groupe algebrique reductif 
connexe sur F^. Ceci s'applique en particulier aux groupes G\J {p,q) et GU(n). 

On a evidemment une construction similaire pour les groupes G(U(Ji) x • • • x U(Jr)). 



35 



2.2 Sous-groupes paraboliques 



Soient p,q G N tels que n := p + q > 1. On s'interesse aux sous-groupcs paraboliques 
dc G = GU(p, q). On peut bien sur supposer que p> q. Dans ce cas, la matrice Jp^g est 
conjuguee sous GL„(Q) a 



A„ 



A. 



p,<i ■~ 












done G est isomorphe au groupe unitaire G\J{Ap^q). On suppose que G = G\J{Ap^q). 
Un tore maximal de G est 



Ai 



T = 








■■• 

A„ 



, \l, . . . , \n & R 



11 AiAn — 



— AgAp+i 



— ■ ■ ■ — XpXp G 



Le sous-tore dcployc maximal dc T est 



S = < 



Ai 
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Ip-q 








































































, A, Ai, . . . , Aq G 



si p> q, et 



/ AAi 

















\ 



























AAq 
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/ 



, A, Ai 



, Afl G G,i 



SI p = g. 

Un sous-groupe parabolique minimal de G contenant S est 




,A,Ce RE/Q^qi B G RE/oGhp-q > n G, 



oil Bq C GLq est le groupe des matrices triangulaircs supcricures. 

On dit qu'un sous-groupe parabolique de G est standard s'il contient Pq. On dit 
qu'un sous-groupe de Levi de G est standard si c'est le sous-groupe de Levi contenant 



36 



le tore diagonal T d'un sous-groupe parabolique standard. On sait qu'un sous-groupe 
parabolique de G est conjugue par G(Q) a un unique sous-groupe parabolique standard, 
done il suffit de decrire les sous-groupes paraboliques standard. lis sont indexes par les 
sous-ensembles I C {1, . . . , de la maniere suivante. 

Soit S C {I, . . . ,q}. On ecrit S = {ri,ri + r2, . . . ,ri H h r^} avec ri, . . . G N* 

et on note r = ri + • • • +rm. Le sous-groupe parabolique standard P5 correspondant est 
I'intersection avec G du groupe 

^ Rj^/QGJjri * * * * * * ^ 

' ■ . * * * * * 

RE/qGhr^ * * * * 

GV{Ap_r,q-r) * * * 

' REfoGLr^ * * 



■•. * 

V RE/qGLr 

En particulier, les sous-groupes paraboliques maximaux standard de G sont les 

* 

P{r} = I GU{Ap_r,q-r) * I H G 

Rr /nGJjr 




pour r £ {1, . . . ,q}, et on a = f] P^. 

res 

On note N5 le radical unipotent de Ps, le sous-groupe de Levi evident (forme 
des matrices diagonales par blocs) et le sous-tore deploye maximal du centre de 

Mg. Si on ecrit comme plus haut S = {ri, . . . , ri + • • • + r^} et r = ri + • • • + r^, on a 
un isomorphisme 

Ms RE/QGLr^ X RE/QGLr„, X GU(p -r,q-r) 

diag{gi,...,gm,g,hm,---,hi) 1 — > {c{gy^gi, . . . ,c{g)-^g,m,g) 

L'image reciproque par cet isomorphisme de R^/qGIjui x • • • -Re/qGJL^^ est appelee 
partie lineaire de M5 ; on la note L5. L'image reciproque de GU(p — r, q — r) est appelee 
partie hermitienne de M5, et notee G,-. On voit en particulier que les sous-groupes 
paraboliques maximaux de G verifient I'hypothese de ll. 11 



2.3 Donnees de Shimura 

On note S = i?c/igGm, le tore de Serre. 

Soient p,q £ N tels que n := p + q > 1, et soit G = G\J{p,q). Si p ^ q (resp. 
p = q), on note X I'ensemble des sous-espaces de dimension q de sur lesquels la forme 
hermitienne {v,w) 1 — > ^vJp^qW est definie negative (resp. definie positive ou negative). 
On note xq £ X \e sous-espace de C" engendre par les q vecteurs ei — e„, . . . , 6^ — 6^+1-5, 
oil (ei, . . . , Cn) est la base canonique de C". 
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Le groupe G{R) agit sur X via le plongement G{R) C GL„(]R 0q E) ~ GL„(C), 
et cette action est transitive. On definit un morphisme G(M)-equivariant h : X — > 
Hom(S, Gk) par 

S > Gro 



ho = h{xo) 



zip 



zl„ 



Alors {G,X,h) est une donnee de Shimura pure au sens de [Plj 2.1. 

Le groupe §(C) = (C (dm. C)^ est isomorphe a x par le morphisme a (X" 1 + 
6 (gi i I — > (a + ib,a — ib). On note r : Grrt,c — * Sc le morphisme z i — > (z, 1), et 
fj, = hoor : Gm,c — > Gc- 

Si on identifie G^; a un sous-groupe de Ghn^E x Ghn^E grace a I'isomorphisme 
{RE/QGLn,Q)E ~ GL„,£;xGL„,£; quienvoieX(g)l+y(g>V-^sur {X+y/^Y, X-y/^Y), 
alors on a, pour tout z G (-R_B/oGmQ), 



(z, 









Notation 2.3.1 Soit p' £ {1, . . . , n}. On definit un cocaractere /ip/ : Gm,_E — > G^; par : 



(z, l)/p/ 





1^1, p' 



3 Groupes endoscopiques des groupes unitaires 

3.1 Description des triplets endoscopiques 

Soient ni, . . . ,nr £ N et Ji £ GL„^(Q), . . . , Jr € GL„^(Q)des matrices symetriques. 
On note 

G = G(U(Ji) X ••• X V{Jr)). 

On remarque que 

Ge > Grm,E X GLni,E X • • • X GL„^^£; 

{gi=Xi^l + Yi0 y/^)i<i<r I — > {c{gi),Xi + y/^Yi, ...,Xr + V^Yr) 

et que la forme interieure quasi-deployee de G est 

G* = G(U*(ni) X ••• X U*K)). 

Dans cette section, on s'interesse aux triplets endoscopiques elliptiques (H, s, rjo) pour 
G (au sens de |K4j 7.4), done on pent supposer que G = G*, c'est-a-dire que, pour tout 
i G {l,...,r}, 

/O IX 
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On commence par calculer le groupe dual G de G. Comme G est deploye sur E, 
Paction de Gal(Q/Q) sur G se factorise par le quotient Gal(£'/Q). On note r I'element 
non trivial de Ga\{E/Q). 

On note (p risomorphisme G^; Gm,E x GL„^^e x • • • x GL^^^s defini ci-dessus, 
T le tore diagonal de G (c'est un tore maximal de G) et B le sous-groupe de G forme 
des matrices triangulaires superieures (c'est un sous-groupe de Borel de G). On a un 
isomorphisme canonique 

T = {((Ai,i, . . . , Ai,„J, . . . , (Ar,l, . . . , Ar,n^)) G Re/qG^'^~^""^^''\ 

3A G Gm,yi e {1, ■ ■ ■ ,r},Vj G {1, . . . , rii} , Xij\ni+i-j = A}. 
La restriction de a T^; induit un isomorphisme 

Te — *■ Gm X Re/qG'!,^ X • • • X Re/iqG'!i!^. 
Pour tons i G {1, . . . , r} ei j G {1, . . . , nj}, on note e^j le caractere de T defini par 

(Al,l, ■ ■ ■ , Al,ni), ■■■■> (-^r-,!, ■ ■ ■ , K,nr)))) = 

Alors le groupe des caracteres de T est 

r Tii 

X*(T)=Zce00Zeij, 

i=l 0=1 

et Gal(E/Q) agit sur X*{T) par 

t(c) = c 

Done le tore dual de T est 

f = c^ X (c^fi X ••• X (c^)"^ 

avec Taction de Gal(£^/Q) donnee par 

(Aij)l<i<r,l<j<ni)) = (A JJ Aij, (A~^.+i_j)l<i<r,l<j<ni)- 

L'ensemble des racines de T dans Lie{G) est 

$ = $(T, G) = {e^j - eij,, I < i < r,l < < mj j'}. 
Le sous-ensemble de racines simples determine par B est 

^ = {^i,3 = (^i,3+i - ^i,3^ ^<i<r,l<j<ni-l}. 
Le groupe Gal(£^/Q) agit sur A par : 
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Pour tout n G N*, on note € GL„(Z) la matrice de coefficients 
Le group e dual de G est 

G = C^ X GL„,(C) X ••• X GL„^(C), 

dans lequel T est plonge diagonalement. L'action de Gal(i?/Q) qui respecte I'epinglage 
evident est : 

r((A,5i, . . . , Or)) = (Adet(5i) . . . det(5^), . . . , ^>-^(*5^)-^^>„J. 

Proposition 3.1.1 Pour tout i G {1, . . . ,r}, soient nf,n^ € N tels que ni = nf + 
.On suppose que nj~ + • • • + n~ est pair. On pose 

s = {l,diag{l, . . . , 1, -1, . . . , -1), . . .,diag{l, . . . , 1, -1, . . . ,-1)) 
H = G(U*(n+) X U*(n^) x • • • x U*(n+) x U*{n~)) 

et on deBnit 

r?o : H = C>< X GL„+(C) x GL„-(C) x • • • x GL„+(C) x GL„-(C) 

— >G = C'' X GLn, (C) X • • • X GL„,,(C) 

par 



g- 

Alors (H,s,r/o) est un triplet endoscopique elliptique pour G. Le groupe A(H,s,r/o) 
de 7.5 est isomorphe a (Z/2Z)^, ou / = {i E {1, . . . , r}|n+ = nr}. 

De plus, les triplets endoscopiques pour G determines par {{nf ,n^), . . . , n^)) et 
{{mf ,mY), . . . , (m+, m~)) sont isomorphes si et seulement si, pour tout i G {1, . . . , r}, 
(n+,n7) = (m+,m7) ou (n+,nr) = (m~,m+). 

Enfin, tout triplet endoscopique elliptique pour G est isomorphe a I'un des triplets 
definis ci-dessus. 



Demonstration. Soit (H, s, 7]q) determine par {{nf ,ni), . . . , (n+, n~)) comme ci-dessus. 
Pour montrer que (H, s, ?7o) est un triplet endoscopique pour G, il faut verifier les condi- 
tions (7.4.1) a (7.4.3) de [K4j . Les conditions (7.4. 1| et (7.4.2) sont evidemment verifiees, 
et la condition (7.4.3) resulte du fait que s € Z{'H.)'^^^^^/'^^ (si on identifie Z{'H.) a un 
sous-groupe de G par r/o). (On remarque que la condition "n^ + ■ ■ ■ + n~ pair" est 
necessaire pour que s £ Z^H.) soit fixe par Gal(ii^/Q).) 

Montrons que (H, s, tjq) est elliptique. On a 

Z(H) = {(A, A+/„+, Ar/„- , . . . , A+/„+, A,-/„-), A, A+, Ar, . . . , A+ A; G 
avec Taction de Gal(£'/Q) definie par 
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r((A, A+/„+, Ar/„- , . . . , A+/„+ , A-/„-)) = 

(A(A+)"^ (Ar)"^ • . . (A+r^(A,-r , (A+)-i/„+, (Ar)-^/„-, . . . , (A+)-l/„^-^, (A-)-!^-). 

Done (^Z(H)G^i(^/®y = X {1} C Z{G), et (H,s,r?o) est elliptique. 

On cherche les automorphismes de (H,s,ryo)- On va plutot calculer le groupe des 
automorphismes de la donnee endoseopique {s,p) associee a (H,s,r?o) (cf |K4] 7.2 et 
7.6). On note 

I = {ie{l,...,r}\n+ = n-}. 

Soit fir G G tel que Int(fi-) (%(&)) = ?/o(H). 
Soient a, 6 G N tels que a + 6 = n > 0. Soit 

Si a 7^ 6, alors le normalisateur de G' dans GL„ est G'. Si a = 6, alors le normalisateur 
de G' dans GL„ est engendre par G' et Ia,b, oil 



la 
h 



En appliquant cette remarque a r?o(H) C G, on voit que g est dans le sous-groupe 
de G engendre par ??o(H) et par les elements (!,...,!, / + -,!,...,!), i G /. On voit 

i ' i 

facilement que tons les elements de ce groupe definissent des automorphismes de {s,p), 
done 

A(H,s,?7o) = A(s,p) = Aut(s,p)/H~ (Z/2Z)^ 

L 'assertion sur les isomorphismes entre les les triplets endoscopiques definis dans la 
proposition est claire. 

Enfin, soit {s,p) une donnee endoseopique elliptique pour G (au sens de pC4j 7.1). On 
note H = Cenig(s). On veut montrer que (s,/o) est la donnee endoseopique associee a 
Pun des triplets endoscopiques ci-dessus. Quitte a remplacer (s, p) par une donnee iso- 
morphe, on pent supposer que s G T/Z(G). Comme Keri(Q,G) = {1} par le lemme ci- 

dessous, la condition (7.1.2) de |K4] dit que I'image de s dans ttq ^(Z(H)/Z(G))^'^ 
vient d'un element de ^(H)'^'^^^^/'^). Comme {s,p) est elliptique, on a 



TTo ((Z(H)/Z(G))^^iW/®) = (Z(H)/Z(G)) 

done s lui-meme est I'image dans Z(H.)/Z{G) d'un element s' G Z(ii)^^ 
Traitons d'abord le cas oii r = 1. On note n = ni. On pent supposer que 



/ AiV 



s' 
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avec Ai , . . . , At G , Aj 7^ Aj si i 7^ j et mi , . . . , mj € N* tels que mi + . . . mt = n. Alors 
H = Centg(s) ~ x GL™j(C) x ••• x GL„,(C) et Z(H) ~ x (C^)*. 

Comme {s,p) est elliptique, on doit avoir (^Z(H)G^'«/^))° C Z(G)^^'W/® = x 

{±/„}. La seule possibilite pour que ^(H)^^^!^/® /Z(G)^^^W/^) soit fini est : 

^(H)Gal(Q/Q) c X {±1}*. 

Or on a s' = (1, Ai, . . .^At) G ^(H)^^^^/^) avec les Ai deux a deux distincts, done t < 2. 
Si t = 1, alors s' E Z{G) et (s,/9) correspond au triplet endoscopique trivial (G, l,id). 

Supposons t = 2. On pent supposer que Ai = 1 et A2 = — 1. D'apres la condition 
(7.1.1) de [K4], on a 

r((A,Ai,A2)) = (AA™^A™^ A^^\^, A^^^2))' 

pour une permutation w S ©2- En particulier, on doit avoir (— 1)™'^ = 1^ done m2 est 
pair. 

II reste a determiner le morphisme p : Gal(Q/Q) — > Out(H). Comme le groupe derive 
de G est simplement connexe et G est deploye sur H est aussi deploye sur E (cf la 
definition 1.8.1 de [Ng]). Done Taction de Gal(Q/Q) sur H se factorise par Gal{E/Q), et 
en particulier p se factorise par Gal(ii^/Q). D'apres la condition (7.1.1) de [K4], il existe 
Qt & G tel que (gr^T) normalise H dans G x Gal(Q/Q) et que p{t) = Int(((7T-, r)) dans 

Out(H). On a done g^- = gwo, avec g € Norg(H) et wq = ( ^ | . 

Traitons d'abord le cas ou mi / m2. Alors Norg(H) = H, done p{t) = Int((t(;o, r)). 
On voit que (s, p) est bien isomorphe a I'une des donnees endoscopiques definies ci-dessus. 

Supposons maintenant que mi = m2. Alors Norg(H) est le sous-groupe de G engendre 
par H et wo. On en deduit que p{t) = Int((l,r)) ou Int((t(;o, r)). Si p{t) = Int((l,r)), 
alors 

^(H)Gai(i^/Q) ^ {(A,Ai,A2) G (CX)3|(AiA2)"^ = 1 et Ai = A^^} = {(A, Ai, A^^), A, Ai G C 

et s n'est pas dans I'image de Z{'H)^^^^^/'^\ Done p(r) = Int((tt;o,r)), et {s,p) est 
isomorphe a I'une des donnees endoscopiques definies ci-dessus. 

Dans le cas 011 r > 1, le raisonnement est le meme (mais avec des notations plus 
compliquees) . 

□ 

On finit par un calcul de nombres de Tamagawa. 
Lemme 3.1.2 (i) On a 

Keri(Q,G) = {l} 

et 

^(G)Gai(s/Q) X {(ei, . . . , e,) e {±lY\e'^' ...e"^^ = 1}. 
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Done le nombre de Tamagawa de G est 

, , [2^' si tous les ni sont pairs 
[2 smon 

(a) Soit L = RE/qGhn^E, avec n G N*. Alors 

t(L) = 1. 

Demonstration. Rappelons d'abord que, d'apres [K4j 4.2.2 et 5.1.1, [K8] et [C], pour 
tout groupe algebrique H reductif connexe sur Q, on a 

Gal(Q/Q)M I 



r(H) = |7ro(Z(H)^'^W/W)|.|Ker^(Q,H)r\ 

(i) D'apres le rappel ci-dessus, il sufRt de prouver les deux premieres assertions. 
D'apres [KllJ §7, le morphisme canonique 

Keri(Q,Z(G)) ^KerHQ,G) 

est un isomorphisme. Or le centre de G est Z{G) = {RE/QGm)In, et on a 

il\Q,RE/QGm) = ^HE,Gm) = {1}, 

done Keri(Q,Z(G)) = {1}. (Autre possibilite : Kei'^ {Q, Z (G)) = {1} et le (b) du 
lemme 3.5.1 de |Rolj .) 

D'apres la description de G donnee ci-dessus, on a 

^(^) = {(-^5 Ai/„i, . . . , Ar/rir)) A, Ai, . . . , Ar- G C^}, 

avec Taction de Gal{E/Q) donnee par 

't{{^^ Ai/„i, . . . , Xrlrir)) = ('^'^l^ • • • ) K^"^ : ^1 ^-^nii • • • , A^, ^lur)- 

La deuxieme assertion est maintenant claire. 

(ii) II suffit de montrer que Ker^(Q, L) = {1} et que Z (L)'^^^^^ ^'^^ est connexe. La 
premiere egalite resulte du fait que 

hHQ,L) = Hi(S,GL„) = {1}. 

D'autre part, on a L = GL„(C) x GL„(C), avec Taction de Gal{E/Q) donnee par 
r{{gi,g2)) = (52,51), done Z(L)^^^(^/'^) ~ est bien connexe. 

□ 
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3.2 Le prolongement du plongement 770 

On utilise toujours les notations de 13. H done G = G(U(Ji) x • • • x U(Jr)). On fixe 
nf ,nY , . . . ,11^ ,n~ € N tels que nf + = ni pour tout i G {1, . . . , r} et n^^ + • • • + n~ 
soit pair, et on note (H, 5,770) le triplet endoscopique elliptique de G associe comme 
dans la proposition 13.1.11 Le group e derive de G est simplement connexe, done, d'apres 
la proposition 1 de [L2], il existe un L-morphisme r] : = H x Wq — > = 
G X Wq prolongeant le plongement ??o : H — > G. On veut donner un tel r] un peu plus 
explicitement. 

Pour toute place f de Q, on a fixe une injection Q C Q^, ; cette injection donne un 
morphisme Gal(Q^/Q„) — > Gal(Q/Q), et on fixe un morphisme Wq^ — > Wq qui releve 
ce morphisme de groupes de Galois. 

On note loe/q '■ A^/Q^ — > {±1} le caractere quadratique de E/Q. On remarque que, 
pour tout nombre premier p non ramifie dans E, le caractere lve/q est non ramifie en p. 

Lemme 3.2.1 II existe un caractere x '■ A^/i?^ — > prolongeant loe/q et tel que : 

• si p est un nombre premier inerte dans E, alors le compose Ep — > A^/E^ 
est egal a a 1 — > [-i)^<^ipi<^) 

• si p est un nomhre premier totalement decompose dans E, p est la place de E au- 
dessus de p determinee par Vinjection E C Q C Qp fixee et p' est V autre place de 

E au-dessus de p, alors le compose Ep x E^i — > A^/E^ est trivial; 

• le compose — > A^/S^ ^ C'' est egal a 

Demonstration. On note S I'ensemble des places f de S telles que, soit v = 00, soit v 
divise un nombre premier non ramifie dans E, et A^;^^ le produit restreint des E^ pour 
V £ S. Comme il existe au moins une place de E qui n'est pas dans S, le morphisme 
evident A^ g — > A^/E^ est injectif ; on utilise ce morphisme pour identifier A^ ^ a un 
sous-groupe de A^/E^ . 

Soit x' le caractere sur A^ ^ defini par les formules de I'enonce. Comme est un 
Z-module injectif, il suffit pour demontrer le lemme de voir que les restrictions de x' et 
uje/q a A^ g n A^/Q^ sont egales. Ceci resulte immediatement de la definition de x' ■ 

□ 

On a la proposition suivante de |Ro2j 1.2 : 

Proposition 3.2.2 Soit fi : We — > le caractere deduit par Pisomorphisme du corps 
de classes ~ A'^/E^ d'un caractere prolongeant uje/q comme dans le lemme [3.2.1\ 
ci-dessus. Soit c £ Wq un relevement de I'element non trivial de Wq. On definit un 
morphisme ip : Wq — > ^G de la maniere suivante : 

• ip{c) = {A, c), ou 
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• sur We, (fi est donne par 



\ / ^,n^I^^ 

ii-ti- r'"'l /x-^/ 



Alois ip est bien deRni, et rj : — > ^G, {h, w) i — > (voih), l)ip{w), est un L-morphisme 
prolongeant rjQ. 

Pour toute place v de Q, on note rjy le compose de rj et du morphisme Wq^ — > Wq. 
Soft p un nombre premier non ramifie dans E ; on note a G Wq^ un relevement du 
Frobenius geometrique. Alors r] est non ramifie en p, et : 

• si p est inerte dans E, on a rjp{{l, a)) = {A, a) ; 

• sip est totalement decompose dans E, alors r]p{{l,a)) = 

EnGn, si on ecrit Wm. = U C^r avec = —1 et tzt~^ = z pour tout z e , alors 
rjoc est donne par : 

• ??oo((l,r)) = {A,t); 

• pour tout z G C^, 

r/oo((l,^)) = ((l,(5i(z),...,5,(z))),^), 



avec 



Bi{z) 




4 Serie discrete 

4.1 Notations et rappels 

Soit G un groupe algebrique reductif connexe sur R. Dans cette section, on forme les 
L-groupes en utilisant le groupe de Weil Wr. Rappclons que Wk = Wc U Wcr, avec 
= — 1 G Wc = et, pour tout z G C^, tzt^^ = et que Wr agit sur G via 
son quotient Gal(C/]R). On note n(G(M)) (resp. ntemp(G(M))) I'ensemble des classes 
d'equivalence de representations admissibles irreductibles (resp. et temperees) de G(M). 
Pour tout vr G n(G(M)), on note 6,r le caractere de Harish-Chandra de tt (c'est une 
fonction analytique reelle sur Greg{^))- 

On suppose maintenant que G(M) a une serie discrete. Soient Aq le sous-tore deploye 
(sur R) maximal du centre de G et G la forme interieure de G telle que G/Aq soit 
anisotrope sur R. On pose q{G) = dim(X)/2, oil X est I'espace symetrique de G(R). On 
note n(i(s,.(G(R)) C n(G(M)) I'ensemble des classes d'equivalence de representations de 
la serie discrete. 

L 'ensemble n(ijsc(G(R)) est reunion disjointe de sous-ensembles finis tons de meme 
cardinal, qui sont appeles L-paquets et parametres par les classes d'equivalence de pa- 
rametres de Langlands elliptiques (p : — > ^G ou, ce qui revient au meme, par les 
representations irreductibles de G(R). On note Il{ip) (resp. n(-E)) le L-paquet associe au 
parametre ip (resp. a la representation E), et d{G) le cardinal des L-paquets de U^isciG). 
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Soit vr G n(ijsc(G(M)). On note /^r un pseudo-coefficient de vr (cf |CDj ) 
Pour tout parametre de Langlands elliptique 99 : Wfi — > ^G, on note 



On va maintenant calculer I'entier d{G) dans le cas des groupes unitaires. Commengons 
par une definition qui sera utile dans la suite. 

Definition 4.1.1 Soit G un groupe algebrique reductif connexe sur Q. On note la 
composante deployee (sur Q) du centre de G, et on dit que G est cuspidal si le groupe 
{G/Ag)r a un tore maximal anisotrope sur R. 

Les groupes unitaires definis plus haut sont tons cuspidaux. Soient p,q £ N tels que 
p>qetp + q>l. On note G = G\J{p, q), et on utilise la forme Ap^q de l2.2[ On note T 

la partie deployee (sur Q) du centre de G. Soit 



le tore diagonal de G et Ac = <! 

' / ai 



Tell = I 



A ^1 

ou ai,bi,Ci S RE/qGm verifient 



^mlp+q 
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\ 1 



ci 



«1 / . 



a-ibi + ttibi = pour 1 < i < q 



aiai + bibi = • • • = OgOg + bgbg = c\C\ = • • • = Cp_qCj 
Alors Teii est un tore maximal de G, et Teii/Ac est anisotrope sur 



Notons 



UG 








p-q 



-ii i)Jq 




GSU(p,g)(C). 



La conjugaison par induit un isomorphisme a : TeU,^ 
identifier Tm et T = x {C^)p+i. Alors Paction de Gal 
donnee par : 

t((A, (Ai, . . . , \p+q))) = (AAi . . . Ap+g, (Aj"\ . . . , \~lq)). 



Tc- On utilise a pour 
= {l,r} sur Tell est 



On note = W{Teii{C),G{C)) et Og(r) = Ty(Tei/(M), G(M)) les groupes de Weyl 
de Tell sur C et sur M. Le groupe - VF(T(C), G(C)) ~ &p+q agit sur T(C) par 
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permutation des termes diagonaux. Le sous-groupe r2Q(]u) de est le groupe &p x 6q 
si p ^ q, et le groupe union de &g x &q et de Tensemble des permutations qui envoient 
{!,...,(?} sur {q + 1, . . . ,n} si p = q. Done 



r {p + qV- 



d{G) 



p 



{2qy. 



si p ^ q 
si p = q 



Remarque 4.1.2 Le tore T^u est isomorphe a G(U{1)^~^'^) par le morphisme 



diag{ai,. ..,aq) 

/3g : I 

Jqdiag{bi,. . . ,bq) 







diag{ci, . 







diag{bi,. . . ,bq)Jq 


diag{aq, . .. ,ai) 



I ^ (ai - bl, . . . ,aq - bq,Cl, . . . ,Cp-q,aq + bq,...,ai+ bi). 

Ces constructions se generalisent de maniere evidente a G(U(pi, gi) x • • • x'[J{pr,qr)). 



4.2 Les fonctions $m(7, 0) 

Dans ce paragraphe, nous rappelons une construction d'Arthur et Shelstad. 

Soit G un groupe reductif connexe sur M. Un caractere virtual Q sur G(M) est une 
combinaison lineaire a coefficients dans Z de fonctions 0,^, vr G n(G(M)). On dit que 
est stable si ©(7) = 6(7') pour tons 7,7' G Greg(IR) stablement conjugues. 

Soit T un tore maximal de G. On note A le sous-tore deploye maximal de T et 
M = CentG(A) (un sous-groupe de Levi de G). Pour tout 7 G M(R), on note 

Dg{^) = det(l - Ad(7), Lie(G)/Lie(M)). 

Lemme 4.2.1 ( \K^ 4.1, jGKAd| 4.1) Soit Q un caractere virtuel stable sur G(M). Alors 
la fonction 

7^|D,^,(7)|'/'©(7) 

surTregO^) s'etend en une fonction continue surT(IR), qu'on notera ^m{-, ©) ou &)■ 

Dans la suite, on considerera parfois ^m{-,Q) comme une fonction sur M(R) definie 
de la maniere suivante : si 7 G M(M) est conjugue a 7' G T(M), alors •I'm(7)0) = 
^iviil', O) ; si 7 G M(M) n'a aucun conjugue dans T(M), alors <&a/(7, 0) = 0. 

Remarque 4.2.2 La fonction <I>a/(.,0) sur M(M) est invariante par conjugaison par 
NorG(M)(R) (car et Df^ le sont). 
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4.3 Transfert 

Rappelons d'abord quelques definitions de [K9] §7. 

Soit G un groupe algebrique reductif connexe sur Q. Pour tout tore maximal T de G, 
on note BciT) I'ensemble des sous-groupes de Borel de Gc contenant T. On suppose 
que G a un tore maximal Tq tel que (Tg/Ag')r soit anisotrope, et on note G une forme 
interieure de G sur M telle que G/Ag,m. soit anisotrope. On note = W{Tg{C), G(C)). 
Soit if : Wr — > ^G un parametre de Langlands elliptique. 

Soit (H,s,r7o) un triplet endoscopique elliptique de G. On choisit un L-morphisme 
r] : — > -^G qui prolonge tjq : H — > G, et on note ^niy^) I'ensemble des classes 
d'equivalence de parametres de Langlands (fn '■ VFjg — > ■^H tels que r/ o ipjj et (p soient 
equivalents. On suppose que le tore Tq provient d'un tore maximal Th de H, et on fixe 
un isomorphisme admissible j : Th — > T^. On note $7/^ = Ty(T//(C), H(C)). On a 
j;(^>(T/^,H)) C ^>(Tg,G), done j induit une application j* : Bg{Tg) — ' Bh{T^h) et 
un morphisme injectif 0^ — > ^G-, qu'on utilise pour identifier Q,h a un sous-groupe de 

Soient B G ^(Tg) et B// = i*(B). On note 

= {ue ^g\oo~\UHT^H,'Bh))) C <5(Tg,B)}. 

Alors, pour tout w G $7^, il existe un unique couple {ujH-,ijJ*) G il//xri* tel que w = loh^^*- 
De plus, on a une bijection ^H{ip) — > 0=,, : a un element ipn S ^h{^), on associe I'unique 
'^*{'Ph) £ ^* tel que o j, B, Bj^) soit aligne avec ifn (au sens de [K9j §7 p 184). 

Le sous-groupe de Borel B definit aussi un L-morphisme ?7b : — > ^G, unique a 
conjugaison par G pres (cf |K9] p 183). 

Rappelons la normalisation des facteurs de transfert utilisee dans |K9j §7. 

Definition 4.3.1 Avec les notations ci-dessus, on pose, pour tout £ T//(]R), 
A,-,b(7h,7) = (-1)^^''^+^("^Xb(7) n (1 - "(^"'))' 

Qe*{TG,B)->{${TH,BH)) 

Oil 7 = ji^jn) et xb est le quasi-caractere de Tg(M) associe au 1-cocyle a : — > Tg 
tel que -q o rjB^ o j et r/^.a soient conjugues par G. 

Remarques 4.3.2 (1) Soit ipn £ ^nif) tel que Lo^^ipn) = 1- Quitte a conjuguer ip 
(resp. ipn) par G (resp. H), on peut ecrire (f = ijb o fB (resp. ipn = VBh ° ^Bh)-: 
ou ifB (resp. PBh) est un parametre de Langlands pour (resp. Th)- On note 
X^p,B (resp. XiPH,BH) le quasi-caractere de Tg'(M) (resp. T//(M)) associe a ifB (resp. 
ipBn)- Alors XB = Xv,b{Xvh,Bh 
(2) Soit bj G ^G- On ecrit oj = loh^^*, avec ujh G et G il*. Alors Aj^^(^B) = 
det(w^,)Aj,B, ou det(a;^,) = det(w*, A*(Tg)). 

Soient p,q G N tels que p > q et n := p + q > 1, et ni,n2 G N* tels que n2 soit 
pair et ni + n2 = n. On pose G = GU(j?, g), et on prend pour (H,s,?7o) le triplet 
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endoscopique elliptique de G determine par (ni,n2) comme dans la proposition 13.1.11 
On a defini dans 14.11 des tores maximaux elliptiques = Tceii et Th = T^H,eii de G et 
H, et des isomorphismes /?g : Tg ^ G(U(1)") et (3h -Th ^ G(U(1)"). On prend 
j = Ph ° ■ T^H — > Tg- On a aussi defini uq G G(C) tel que Int(tig"^) envoie Tg,c 
sur le tore diagonal de Gc, et on utilise la conjugaison par uq pour identifier r^G et &n- 
Avec cette identification, on a = x S„2i plonge de maniere evidente dans S^. 

Remarque 4.3.3 Pour un choix particulier de B G ;Bg(Tg), le sous-ensemble il.^, de 
Qg et la bijection ^h{^) — > ^* ont des descriptions particulierement simples. Soit 



B = Int(tiG) 



Alors 



{a e 6nW\{l,,^^^y ^|{ni+i,...,n} ^ont croissants}. 



Comme Wc est commutatif, quitte a conjuguer rj par G, on peut supposer que r/ envoie 
{IjxWcC^U dans Tg X Wc C ^G. Comme de plus Wc agit trivialement sur H, on a 



ri{{l,z))={{z''z\ 



^ -'ni 











"2 



,z), zeWc, 



avec 0,6,01,02,61,62 £ C tels que o — 6, oi — 61,02 — 62 G Z. Soit : Wr — > ^G un 
parametre de Langlands elliptique. On peut supposer que ^\Wc est de la forme 



V 







),z), 



avec A, ^, Ai, . . . , A„, /xi, . . . , /x„ G C tels que A — ^ G Z, Aj — /Uj G Z pour tout i G 
{1, . . . , n} et que les Aj soient deux a deux distincts. Alors on a un diagramme commutatif 



{I C {1,... ,n},|/| = ni} 

ou : 

* la Heche horizontale est ' — * ! 

* la Heche de droite est uj^ 1 — > ■ ■ ■ , ni}) ; 

* si / C {1, . . . , n} est de cardinal ni, on ecrit I = {ii, . . . ,ini} et {1, . . . ,n} — I = 
{jii---ijn2} avec ii < • • • < et ji < • • • < jn2, et on associe a / I'unique 

£ ^h(v) tel que, pour z G Wc, 
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yAf^ — ai^//ij —61 



2;'^«nx —11 ^'^'"l —''1 



On rappelle qu'un sous-groupe de Levi de G ou H est dit standard si c'est le sous- 
groupe de Levi contenant le tore diagonal d'un sous-groupe parabolique standard. Soit 
M.H un sous-groupe de Levi standard cuspidal de H. On a 





Mjj = Hn I I GU*(mi) 
T 



ri 



avec 





GU*(m2) 
T, 



r2 



T — 



C -R^/qGL^^ et Tr 







et ou mi,m2,r'i,r2 G N sent tels que rii = 2ri + mi et n2 = 2r2 -|- m2- Done M^f ~ 
G(U*(mi) X U*(m2)) x (i?£/QG^)'-i+'-2. On pose 



C'est un tore maximal elliptique de M//. On suppose que Tmh transfere a G, ce qui 
revient a demander que r := ri + r2 < q- Un tore de G isomorphe a est 



Tm = 








- GU (p—r,q—r) ,ell 












V 



'^G'U{p-r,q-r),ellX{RE/Q'^mY ■ 



I 



On a des isomorphismes 

/?G(U*(mi)xU*(m2)) ^ ' "^Mh — TG(U*(mi)xU*(m2)),e;« X (-RB/Q^m)^ 



G(U(1) 



mi+m2^ 



n 



p+q-2r\ 



50 



T^GV{p-r,q-r),ell X {Re/ 



et on note 



Jm '■ T^Mh — ^ 



le compose (notons que p + q — 2r = mi + m2). Soient Am le sous-tore deploye maximal 
de Tm et M = CentG(AM)- On a Am — Gm x et 



M 








GU(p — r,q — r) 









V 



GU(p— r, q—r) x 



On a un morphisme ?/m,o ^ — > M et un element semi-simple sm £ M definis de 
maniere evidente (similaires a r/o et s) tels que (M.h, sm,Vm,o) soit un triplet endosco- 
pique pour M. 

L'isomorphisme Jm induit comme ci-dessus des applications Jm* ■ ^(T^Mh^^) — ^ 
$(Tm,G) et j^^ : 5g(Tm) — > Sh{T^Mh) (^t des applications similaires si on remplace 
G par M et H par M//). On voit facilement que toutes les racines reelles de $(Tm, G) 
(resp. $(Tm,M)) sont dans iM*(^(TMH, H)) (resp. jm*($(Tmh, M^))). 

On a un element u £ GU(p — r,q — r)(C), defini de maniere similaire au uq de 14. H 
tel que Int(ti~^) envoie TQu(p-r,g-r),e/z,c sur le tore diagonal de G\J{p — r,q — r)c- Soit 
um = diag{Ir,u, Ir)uQ^ G G(C). Alors Int(u^j) envoie Tm,c sur T^^c- On construit de 
meme umh £ H(C) tel que Int(n^j^) envoie Tmh sur T^^^c- Le diagramme suivant est 
commutatif 

^ J-G.C 



■ M,C 



■H,C 



On utilise la conjugaison par um (resp. um^ ) pour identifier (resp. il//) et VF(Tm(C), G(C)) 
(resp. VF(Tmh(G), H(C))). Si B e Bg{Tm), on lui associe le sous-ensemble 0=,, C et 
la bijection $//(</?) — > Cl^ definis par Int(u-;)(B) G Bg{Tg). 

D'apres |K13] p 23, le morphisme rj determine un L-morphisme rjM ■ — > ^M, 
unique a conjugaison par M pres, et qui prolonge ??a/,o- On utilise ce morphisme ijm 
pour definir des facteurs de transfert Ajj^^^Bm! pour tout Bm £ 'Sm(Tm) : pour tout 
IH e Tmj^(M), on pose 



A 



g(G)+<;(H) 



XBm(7) n (l-«(7-')) 

Q!e*(TM,BM)-jA/.(*(TAf^,BMH)) 
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(noter le signe), ou 7 = jMiln), '^Mh — JA/(BA/)et XBm quasi-caractere de 

Ta/(M) associe au 1-cocyle gm ■ Wm. — > Tm tel que ijm ° VEm^ ° Jm et rjEj^j-aM soient 
conjugues par M. 

La proposition suivante est une generalisation des calculs de |K9j p 186. 

Proposition 4.3.4 On fixe B S Bg{T^m) (qui determine r^^, et ^h{^) ——>■ ^*), et on 
note Bm = B n M. Soient 'Jh G Tmj^(IR) et 7 = jAiilH)- Aiors 

(7h,7)^m(7 = dei{uj^{^H))^MH{lH^Se^„). 

Demonstration. Les deux cotes de I'egalite qu'on cherche a prouver dependent du choix 
d'un prolongement t] : — > de % ^ H — > G. Soit r/' un autre prolongement de 
r]Q. II differe de rj par un element de H^(Ty]R, .^(H)) ; notons x 1^ quasi-caractere de H(M) 
associe. Alors, si on remplace rj par 77', le facteur de transfert A^^^^Bm ^^t multiplie par x 
et les caracteres stables 50^^, ipn S ^Hiv)j sont multiplies par x~^ ] done les deux cotes 
de I'egalite sont multiplies par xiln)- On en deduit qu'il suffit de prouver la proposition 
pour un choix particulier de rj. 

On choisit le prolongement rj tel que 

.((l.r)) = ((l,((_i;„,_^^ ';')).r) 

et, pour tout z G = Wc, 

.((M)) = ((l.( „ ,-„./4/.,„J).^). 

On commence par rappeler les formules pour $a/(-> SQ^p) et ^m^^ (•, •S'G^^). La reference 
pour ceci est \Kt\ p 272-274. 

Soient la representation irreductible de correspondant a (/? et le quasi- 

caractere par lequel Ag'(M)'' agit sur V^. On note Bq = Int(ii^^)(B), Z le sous-groupe 
compact maximal du centre de G(M), tc = Lie(TG), $ = ^>(Tg,G), = ^>(Tg,Bo) 
et on definit deux fonctions /?g et sur tG(K) par : 



ag = n (^"^' - ^""^') 

(on voit les racines indifFeremment comme des caracteres sur Tq ou des formes lineaires 
sur io). On a Tg'(R) = Zexp(tG(M)). La representation V^p correspond a un couple 
(C(p,A(^), ou C^^p est un quasi-caractere de Z et est une forme lineaire sur tG(C), tel 
que : 
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• est regulier dominant ; 

• le morphisme Z x tG(K) — > C^, {z,X) i — > (^^{z)e'^^''''f'^^'^^\ passe au quotient 
par le morphisme surjectif Z x tG(M) — > Tg'(M), {z,X) i — > zexp(X), et definit un 
quasi-caractere sur Tg(M), dont la restriction a Ag'(]R)'^ est ^<^. 

On remarque que le quasi-caractere 2;exp(X) i — > (ip(z)eM'^^f'^^^^^ sur Tg(R) est egal 
au quasi-caractere Xtp,BQ defini dans la remarque 14.3.21 (1). Rappelons la formule du 
caractere de Weyl : si 7 G TcregO^) et 7 = 2exp(X), avec z £ Z et X G tci^), alors 

Tr(7,F^) = (-1^(^)56^(7) = Ag(X)-1C^(z) det(a;)e(-^)W . 

Soit R un systeme de racines dont le groupe de Weyl W{R) contient —1. A tout 
couple (Q+ji?"*") forme d'un systeme de racines positives i?+ C i? et d'un systeme de 
racines positives C i?^, on associe un entier c{Q~^ , R~^). La definition de c{Q~^,R'^) 
est rappelee dans |A7j p 273. 

On note R I'ensemble des racines reelles de ^{Tm, G), R^ = RH <I>(Tm,B) et tjv/ = 
Lie(Tj\,f). Si X est un element regulier de tA/(M), on note 

R'j^ = {ae R\a{X) > 0}, 

eRiX) = {-l)\''xr^^-^^)\. 
Si u est une forme lineaire sur tA/(C) telle que i^(a^) 7^ pour tout a £ R, on note 

On definit une fonction Am sur tA/(R) par 

am= n (e'^/' 

Q:e*{TM,BM) 

Comme Int(nM) envoie Tg(C) sur Tm{C), Ad(uAf) definit un isomorphisme tA//(C)* — > 

Soit 7 E TM,regO^)- S'il existe z £ Z et X £ tA/(M) tels que 7 = zexp(A), alors 
<5m(7,50^) = (-1)^(^)Am(A)-i.«(A)C^(z) det(^)c(g+,(„^^)^„fl+)e(A^("-)-^)W. 

Sinon, ^M{l,Se^) = 0. 

On a des objets definis de maniere similaire en remplagant G par H, etc, et des 
formules similaires pour les fonctions ^Mni-^ ^®vh)- 

Soient 7jy £ TmhO^) et 7 = jMilH) ; on pent supposer que 7 est regulier dans G (car 
I'ensemble des 7// tels que jMiln) soit regulier dans G est dense dans TA.fjj(M)). Si 
n'est pas dans Zexp(tMff (K)), alors 7 n'est pas dans Zexp(tA/(M)) = ja/(.Z' exp(tAfj:j (M))) 
et les deux cotes de I'egalite a prouver sont nuls. On pent done supposer que 7^^ = 
2;exp(A//), avec z £ Z et Xh £ tAfH^(K), et on a 7"^ = 2;exp(X), avec X = juiXH) G 
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tM(K). Comme toutes les racines reelles de $(Tm, G) sont dans jM*(^(TM^, H)), on a 
R = 3m*{Rh), done Rt^ = 3m*{R^ ^r{^) = £Rh{^h)- D'autre part, en utilisant 
la description dc la bijection ^h{'^) ^* ci-dessus, on voit facilement que, pour tout 

G {^) , C^H = Cf et A^^ = (J* (A(^) o Jm +PH-PG° Jm ■ Comme pH-PG° ju 
est invariant par VLh et s'annule sur les elements de i?^, on en deduit que, pour tout 

e ^h{v) et tout UJH e ^H, Qlnr^-iv, r,. u = -i . , )• On obtient 

done : 

(_1).(H) ^ det(a;.(<^^))$M,(7^\Se^,) 

= AM«(X^)-'eij(X)C^(z) 5; det(u;,) ^ det(a;H)c(g+^^^_,^^^^^^^, 

Pour conclure, il suffit done de montrer que 

On note = $(Tm,B), = iM*($(TM«, J^(B))), = $(Tm,Bm), = 
jM*(*(TM«, jM(BM))). On a 

«e*M-*M« ae<i'+-<i.+ 

= n n 

«e*M-*M^ ae*+-(*+u*+) 

II suffit done de montrer que 

ae*+-(*+u*+) 

On rappelle que XBm est le quasi-caractere de Tm(IR) associe au 1-cocycle qm '■ Wm_ — > 
Tm tel que rjM o r?SM^ ° Jm et tjem-o-m soient conjugues par M, ou = J'mIBm)- 

L'egalite cherchee resulte facilement des definitions de tjbm et tibmjj et de la for mule 
explicite pour rj. 

□ 



Remarque 4.3.5 Comme Aj^^^B^^(7//,7) = si 7// n'cst pas (M, M//)-regulier, le 
terme de droite dans l'egalite de la proposition est non nul seulement si 7// est (M, M.h)- 
regulier. 
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4.4 Calcul de certains $m(7,0) 

On note G = GU(p, g), avec p,q £ N tels que p > q et n := p + q > 1. On fixe 
s £ {1, . . . ,q}, et on pose S* = {1, . . . , s} et M = M5 (les notations sont celles de I2.2|) . 
Le but de ce paragraphe est de calculer <I>Af(7,0), pour B le caractere d'un L-paquet 
de la serie discrete de G(M) associe a une representation algebrique de Gc et certains 7 
dans M(R). 

La partie lineaire de M (resp. M^) est L5 = {R^ /qGrnY (resp. = R^/qGIjs), et 
sa partie hermitienne est G^ = G\J{p — s,q — s). Le groupe L5 est un sous-groupe de 
Levi minimal de L,;. Le groupe de Weyl M^(L5'(Q), Ls(Q)) est evidemment isomorphe a 
&s, et on identifie ces deux groupes ; on etend Paction de &s sur L5 a M = x G^ en 
faisant agir ce groupe trivialement sur G^. 

Pour tout r E {1, . . . , g}, on note tr = r{r — n). 

Proposition 4.4.1 Soit E une representation algebrique irreductible de Gc- Soit m G Z 
tel que le tore central Gm,cln C Gc agisse sur E par multiplication par le caractere 
z I — > z^. Pour tout r G {l,...,q}, on note t[. = tr + m. On note : Wm. — > 
le parametre de Langlands associe a E (vue comme representation irreductible de 
GU(n)(R) C GU(n)(C) ~ G(C)j, et 9 = (-1)9(^)50^. Soit 7 G M(M) semi-simple 
elliptique. On ecrit 7 = 7ah, avec 7^ = (Ai, . . . , A^) G (C^)* = L5(M) et -ft e Gs(M). 
Alors 0(7) = c(7/j) > 0, et : 

(i) Si c(7)|Ar.p > 1 pour tout r G {1, . . . , s}, alors ^>Af (7, 0) est egal a 

2S ^ (_l)d-(AM/AM,,)|p^(L5(Q),L5'(Q))r' 

s'cs 

sSS' 

(a) Si < c(7)|Ar.p < 1 pour tout r G {1, . . . , s}, alors ^*m(7, ©) est egal a 

s'cs 
ses' 

Demonstration. Soit 7 G M(M) semi-simple elliptique. On utilise les notations de 14.31 
et en particulier de la preuve de la proposition l4.3.4[ Comme 7 est elliptique dans M(M), 
on pent supposer que 7 G Tm(1R) ; ceci implique que 0(7) > 0. Les preuves de (i) et (ii) 
sont similaires. Prouvons (ii). On suppose que c(7)|ArP < 1 pour tout r £ S. Comme les 
deux cotes de I'egalite a prouver sont des fonctions continues de 7, on peut supposer que 
c(7)|ArP < 1 pour tout r G 5 et que 7 est regulier dans M. Le tore Tm est isomorphe a 
{RE/QGrnY X G(U(1)"^^'* ) , donc I'exponentielle exp : — > Tm(K) est surjective. 
On fixe un element X G tM(]K) tel que 7 = exp(X). On choisit un element B de Bg{Tm) 
qui contient P5. On a un couple (C, Xg) associe a E comme dans 14.31 {( est un quasi- 
caractere de Z, et Xg G tG(C)*). Comme E est algebrique et exp est surjective, ( est 
trivial. Notons A = Ad{uM){XG) £ tM(C)* et = ^ ^ a. Alors X — ps est le 

oS'I'CTm.B) 
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plus haut poids de E relativement a (Tm,B). 

Soit S' C S tel que s £ S' . On va utiliser le theoreme de Kostant (voir par exemple 
|GHMj §11) pour calculer la trace de 7 sur RT{Lie(Ns'), E)-^t'^^reS'- On note J7 = 
W^(Tm(C),G(C)), e la fonction longueur sur Q, ^s' = VF(Tm(C), Ms/(C)) et = 
$(Tm,B). Pour tout w G ri, on note $+(w) = {a £ <l>+|tJ"^Q G -$+}. Alors : = 
{uj G r2|<I>+(w) C ^(Tm, N^/)} est un ensemble de representants de Qs' Le theoreme 
de Kostant dit que, pour tout k G N, 

oil, pour tout u! £ Q, K;(A)-ps est la representation algebrique de Mg/^c de plus haut 
poids uj{X) — pb (relativement a (Tjv/,B n M5' c)). 
Pour tout r G {1, . . . , s}, on note 



on utilise la meme notation pour le morphisme Lie{Gm) — > W obtenu en differentiant 
zur- Soit k G N. On a (par definition de I'operation de troncature) : 




H^(Lze(N5O,i?)M;,reS'=^0K 



u){X)-pB ' 

ou oj parcourt I'ensemble des elements de 0'^, de longueur k tels que, pour tout r £ S' , 
< w(A) — pb-,'^t » tr- Comme tr =< —pB,'!^r > pour tout r G {1, . . . , s}, la derniere 
condition sur to est equivalente a : < uj{X),vJr >> 0, pour tout r G S' . 

D'autre part, d'apres la formule du caractere de Weyl, pour tout lj G fl'g,, 

rr(7,K.(A)-pJ = AM,,(X)-' det(^M)e(-«(-W-''«+''^'))(^), 

oil ps' = ^ X] Comme ps' — Pb est invariant par Qs' et 

«e'i'(TM,BnMg,c) 

cette formule se reecrit 
Done : 

>t'r€S') 



Tr(7,K.(A)-pJ = AM^,(X)-i,5^^Y(;)(7) 5] det(a;M)e(' 
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ou la deuxieme somme est sur les u £ Q'^i tels que < u;(A),t37r >> pour tout r G S' . 
Comme Qs' laisse invariants les rur, r G 5', on a, pour tous G ^5') G J7' et r G 5', 
< u!{X),zUr >=< u;m'^(A), tu,. >. Done : 

Tr{^,Rr{Lie{Ns'),EU',.,reS') = Ams,{X)-'6pI^^^^^ 

oil la somme est sur les a; G tels que < u;(A), ro^ >> pour tout r G S' . 
De plus, on a 

|<^'(7)r/2 = |AM„(X)||AM(X)ri. 
Or toutes les racines du tore Tm dans Lie(M.s') / Lie(M.) sont complexes. Done 

Qe#{T^j-,Lie(Mg,)/Lie{M)) 

et 

|i?j;-'(7)|^/^ = AM„(X)AM(X)-i. 

On trouve finalement 

oil la somme est comme avant sur les a; G J7 tels que < oj{X),Wr » pour tout r £ S' . 

L'action du groupe &s sur TA.f(C) donne un morphisme injectif &s — > ^2, que Ton 
utilise pour identifier &s a un sous-groupe de Q. On a det{a) = 1 pour tout a G S^, et 
la fonction Am est invariante par Sg. Done : 

|I?M''(^7)l'/''5p,,(M)(a7)'/'rr(a7,i?r(Lie(NsO,i?)M;,re5') 
= AmIX)-^ det{Lo)e'''^^^'>^^^'>\{a G 6^1 < cJw(A),tu^ » pour tout r G S'}\. 

On utilise maintenant la formule de [A7j 272-274 (rappelee dans la preuve de la 
proposition 14.3. 4| ) pour calculer ^m{7,Q)- On note R I'ensemble des racines reelles de 
$(Tm, G). Pour tout r G {1, . . . , s}, soit 

ar : Tm ^ {RE/Q^mr x G(U(l)"-2^) Gm, ((Ai, . . . , Xs),g) ^ c(5)A,Ar. 

Alors R = {±ai, . . . , ±0^}, R^ := RCi = {ai, . . . , as}, et, pour tout r £ {1, . . . , s}, 
la coracine est le morphisme 

Tm, a ^ A, 1). 

r— 1 s— r 
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On remarque que Wj. = a( + ■ ■ ■ + . Comme c(7)|Arp €]0, 1[ pour tout r G {1, . . . , s}, 
on a R\ = {— ai, . . . , — a^} = —R^, et £r{X) = (—1)*. Soit un systeme de racines 
positives dans i?^. Si / {o^i j • • • j }> alors c{Q~^, Rx) = d'apres la propriete (ii) 
de la fonction c de |A7| p 273. Supposons que = {a(, . . . , a^}. On remarque que R 
est le produit des systemes de racines {±ar}, 1 < r < s, done 

s 

c{Q+,R+) = l[c{{a^,},{-ar}). 

r=l 

Or on voit facilement que c{{a^.}, {—Or}) = 2 pour tout r G {1, . . . , s} en appliquant la 
propriete (iii) de [AJ] p 273. Done c(Q"'",i?J) = 2*. Finalement, on trouve 



(c.{A)){X) 



Oil la somme est sur I'ensemble des uj £ 0, tels que < u;(A),a^ >> pour tout r £ 
{1, . . . , s} (la formule de |A7j n'est valable a priori que pour 7 regulier dans G(M), mais 
elle reste vraie, par continuite, pour 7 regulier dans M(M) et tel que ar{X) / pour 
tout r G {1, . . . , s}). 

Pour conclure, il suffit done de montrer que, si a; G est fixe, alors 

{-lf\-\3'\\w(Ls{Q),Ls'{Q)T^\{a G e,| < auj{X),-cUr » pour tout r G S'}\ 

s'cs 
ses' 

est egal a 1 si < w(A), a^. >> pour tout r G {1, . . . , s} et a sinon. Ceci est prouve 
dans le lemme [1.4.21 ci-dessous. 

□ 

Soit n G N*. Soit S C {!,..., n}. Pour A = (Ai, . . . , A„) G M", on dit que A >5 si, 
pour tout r G S*, Ai + • • • + Ar > 0, et on note 

6s(A) = {ae &n\aiX) >s 0}. 
Si 5 = {ri, . . . , Tfc} avec ri < • • • < r^, on pose 

fc-i 

ws = n! JJ(?"i+i - ri)l. 

1=1 

Lemme 4.4.2 Soit A = (Ai, . . . , A„) G M". Alors 

(-l)\s\w-'^\e (X)\ = I si K>0 pour tout re{l,...,n} 

^ ^ 1 sinon 

SC{l,...,n} 

Demonstration. On commence par reformuler le probleme. Soit A = (Ai, . . . , A„) G M". 
On dit que A > si Ai > 0, A1+A2 > 0, . . . , \\A V\n > 0. Pour tout / C {1, . . . ,n}, on 
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note s/(A) = ^ Aj. On note Vordi'^) I'ensemble des partitions ordonnees de {1, . . . ,n}. 

Pour toute p = {Ii, . . . ,7^) G Vord{n), on note \p\ = k et Xp = {si^{\), ... , s/j^.(A)) G M'^. 
On note 

VordW = {p= (Ii, . . . ,4) G 7'o,d(n)|Ap > 0}. 
Alors il est immediat que : 

y: {-ifw\&six)\= E (-1)1-1. 

SC{l,...,n} peVordW 

S3n 

Montrons le lemme par recurrence sur le couple (n, \'Pordi'^)\) (on utilise I'ordre lexi- 
cographique) . Si n = 1 ou si VordW = ^ (c'est-a-dire que Ai + • • • + A„ < 0), le resultat 
est evident. On suppose done que n > 2, que VordW ^ ei que le resultat est vrai 
pour : 

- tons les elements de M™ si 1 < m < n ; 

- tons les A' G M" tels que \Vord{>^')\ < iVardWl- 

Soit £ I'ensemble dcs / C {1, . . . , n} tels qu'il existe p = (/i, . . . , /„) G Vord{X) avec 
Il = I ; £ n'est pas vide car Pord(A n'est pas vide. On note e le minimum des s/(A)/|/|, 
pour / parcourant £. Soit / G £^ de cardinal minimal parmi les elements J de £^ tels que 
sj(A) = e\J\. On definit A' = (A^, . . . , A^,) G M" par : 

y ^ f Aj si i / 

* \ Xi — £ sii e I ' 

On note V' I'ensemble des p = {h, ■ ■ . ,Ik) G Vordi^) telles qu'il existe r G {1, . . . , A;} 
avec / = /i U • • • U I^. On a / 0. 

II est clair que Vordi^') C ■por<i(A) — V (car si{X') = 0). Montrons que 'Pord(A') = 
'PordW — 'P' ■ Soit p = (/i, . . . , Ifc) G VordW — 'P' i et montrons que p G Vordi^')- H suffit 
de montrer que s/j(A') > 0, car (/i U • • • U Ir, Ir+i, ■ ■ ■ , h) G 'Pord{X) — V pour tout 
r G {l,...,/c}. Par definition de A', on a s/j(A') = s/^(A) — e|/n/i|. Si s/^(A) > 
alors s/i(A') > £{\Ii\ — |-f n > 0. Si sj^{X) = e|/i|, alors > |/| par definition de I 
ei h^I car p V' , done h (/L /, et s/i(A') = e(|/i| - |/n > 0. 

Commc .s/(A') = 0, il existe i G / tel que A'- < 0. D'apres I'hypothese de recurrence, on 
a ^ (— = 0. Done ^ (— l)'^' = ^ (—1)1^1 Comme I'enonce du lemme 

ne change pas si on permute les Aj, on pent supposer qu'il existe m G {1, . . . ,n} tcl 
que / = {l,...,m}. Supposons d'abord que m < n. On note = {Xi,...,Xm) et 
^ = (Am+i ) ■ ■ ■ ) A„). On identifie {m + 1, . . . , n} a {1, . . . , n — m} par I'application A; i — >■ 
A; — m, et on definit une application ip : V — > Vordi^) x 'Pordin- — "t-) de la maniere 
suivante : si p = (Ii, . . . , /fc) G "P' ct si r G {1, . . . , A;} est tel que /i U ••• U /,. = /, on 
pose (^(p) = ((-^1, • • • ;-^r)) (-^r+i) • • • )-^fe))- II est clair que ip est injective. Montrons que 
I'image de (p est VordilA x Pm-di.i^)- L'inclusion Vord{lJ) x Vm-di^) C (^("P') est evidente. 
Soit p = (II, . . . , Ifc) G P', et soit r G {1, . . . , A} tel que 7 = Ii U • • • U On veut 
montrer que ^p{p) G VordifJ-) x 'Pordiy)^ c'est-a-dire que, pour tout s G {r -|- 1,...,A}, 
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sir+iU-ulsW > 0- Quitte a remplacer p par (/i U • • • U 1^, Ir+i U • • • U I^, Ig+i, ...,h), 
on peut supposer que r = 1 (done / = /i) et s = 2. Alors : 

(A) = s/u/2(A) - s/(A) = s/u/2(A) - el-^'l > e|/U /2I - e\I\ > 0. 
Finalement, on trouve 

E ( E (-1)'^') ( E (-1) 

La eonelusion du lemme resulte done de I'hypothese de recurrence, appliquee a fj, et u. 

II reste a traiter le cas ou / = {1, . . . ,n}. Montrons qu'il n'existe pas de partition 
{^5-^2} de {1, . . . ,n} telle que s/^(A) > et si^{X) > (en particulier, il existe au moins 
un i tel que Aj < 0). S'il existait une telle partition, on aurait, par definition de /, s/^ (A) > 
e|/i| et sj^{X) > e\l2\, done s/(A) > e|/|, ce qui est impossible. On note V{n) I'ensemble 
des partitions (non ordonnees) de {!,..., n}. Pour toute q = {/o,a G A} £ V{n), on 
note \q\ = \A\ (le nombre d'ensembles composant q). Soit q = {la, a £ A} £ V{n). 
En appliquant le lemme l?.4.3l a (s/^^ (A), . . . , s/^^ (A)) pour une enumeration quelconque 
(ai,... ,afc) de A, on voit qu'il existe exactement {\q\ — 1)! fagons d'ordonner q pour 
obtenir un element de VordiX). Done 

E (A)(-l)l^l= E (-l)''''(k|-l)!- 

Si q' est une partition de {1, . . . , n — 1}, on peut lui associer une partition q de {1, . . . ,n} 
de I'une des manieres suivantes : 

(i) En ajoutant n a I'un des ensembles composant q' . II y a \q'\ possibilites, et on a 

kl = k'l- 

(ii) En ajoutant a q' I'ensemble {n}. II y a une possibilite, et on a |g| = Iq^'I + 1. 

De plus, on obtient ainsi toutes les partitions de {!,..., n} (on rappelle que n > 2). 
Done : 

E (-i)i^i(kl-i)!= E (-i)i^'ik'l(k'l-i)!+ E (-i)i^'i+'(k'l)! = o. 

qeV{n) g'eP(n-l) g'eP(n-l) 

□ 

Dans le lemme suivant, on fait agir sur R" par permutation des coordonnees. 

Lemme 4.4.3 Soit A = (Ai, . . . , A„) G M". On suppose que Ai + • • • + A„ > et qu'il 
existe pas de partition {/i,/2} de {1, . . . ,n} telle que s/^(A) > et s/2(A) > 0. Alors 
Vensemble {a S S„|(t(A) > 0} est de cardinal (n — 1)!. 

Demonstration. On note 6(A) = {a £ 6„|cr(A) > 0}. Soit r £ S„ la permutation 
qui envoie un element i de {!,... ,n — 1} sur i + 1, et n sur 1. Montrons qu'il existe un 
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unique k £ {1, . . . ,n} tel que r'^ G ©(A). On note s = min{Ai + ■ ■ ■ Xi,l < I < n}. Soit 
k le plus grand element de {1, . . . , n} tel que Xi + ■ ■ ■ + Xk = s. Si I G {k + 1, . . . , n}, on 
a Ai + • • • + A/ > Ai + • • • + Afc, done A^+i + • • • + A; > 0. Si ? G {1, . . . , k}, on a 

Afc+i + • • • + A„ + Ai + • • • + A, = (Ai + • • • + A„) - (Ai + • • • + Afc) + (Ai + • • • + AO 

> -(Ai + --- + Afc) + (Ai + --- + AO 

> 0. 

Ceci prouve que t^{X) = (A^+i, . . . , A„, Ai, . . . , A^) > 0. On suppose qu'il existe k,l G 
{ 1 , . . . , n} tels que k < I, T^{X) > et r'(A) > 0. On note h = {k + l,...J} et 
I2 = {1, . . . ,n} - Ii. Alors si^{X) = X^+i + • • • + A; > car r^(A) > 0, et sj^iX) = 
A;+i + • • • + An + Ai + • • • + Afc > car r'(A) > 0. Ceci contredit I'hypothese sur A. 

En appliquant le raisonnement ci-dessus aux a{X) pour a parcourant S„, on voit que 
&n est union disjointe des sous-ensembles r'^(3(A), 1 < k < n. La conclusion du lemme 
en resulte. 

□ 



5 Integrales orbitales en p 

5.1 Rappel d'un calcul de transformee de Satake par Kottwitz 

Lemme 5.1.1 (cf fK3| 2.1.2, p 193) Solent F un corps local ou global et G un 
groupe algebrique reductif connexe sur F. Pour tout cocaractere fj, : Gm,F — > G, 11 
existe une representation de ^G(= G xi Wp), unique a isomorphisme pres, verifiant 
les deux conditions suivantes : 

(a) La restriction de a G est irreductible de plus haut poids fi. 

(b) Pour tout epinglage de G fixe par Gal(F/F), le groupe Wp, plonge dans par 
la section associee a I'epinglage, agit trivialement sur le sous-espace de plus haut 
poids de determine par I'epinglage. 

Soient p un nombre premier, Qp une cloture algebrique de Qp, Qp*" I'extension non 
ramifiee maximale de Qp dans Qp, F C Qp une extension non ramifiee de Qp, Wp le 
groupe de Weil de F, wp une uniformisante de F, n = [F : Qp]. Le cardinal du corps 
residuel de F est p". 

Soit G un groupe algebrique reductif connexe non ramifie sur F. On fixe un sous- 
groupe compact hyperspecial K de G(F), et on note TL = 'H(G(F),K) I'algebre de 
Hecke associee. Pour tout cocaractere /i : Gm.F — > G de G, on note 



vol(K) 



Dans cette section, on forme le L-groupe de G en utilisant le groupe de Weil Wp, 
done ^G = G XI Wp. On note 99 i — > Tr^p la correspondance entre les classes d'equivalence 
de morphismes admissibles non ramifies 93 : Wp — > et les classes d'isomorphisme 
de representations spheriques de G(F). 
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Theoreme 5.1.2 ( lK3]j 2.1.3) Soit /i : Gm.F — > G tel que les poids de la representation 
Adofi : Gm,F — ^ -^^^(Gq ) soient dans {—1,0, 1}. On fixe un tore maximal T de G tel 
que /i se factorise par T et un ordre sur les racines de T dans G tel que fi soit dominant. 
On note p la demi-somme des racines positives. 
Alors, pour tout morphisme admissible non ramifie : Wp — > ^G, on a 

Tr(7r^(^)) = p"<'''^> Tr(r_^(^(cl>^))), 

ou est la representation du lemme [5. 1.1\ ci-dessus et £ WiQp"^ /F) est le Frobenius 
geometrique. 

Remarque 5.1.3 Dans le theoreme 2.1.3 de |K3j . c'est le Frobenius arithmetique qui 
apparait, mais on utilise ici I'autre normalisation de I'isomorphisme du corps de classes 
(cf tKHj p 193). 



5.2 Application aux groupes unitaires 

Soient ni, . . . , G N* et Ji G GL„^(Z), . . . , Jr G GL„^(Z) des matrices symetriques 

antidiagonales (c'est-a-dire de la forme I .• I ). On note qi la partie entiere de 

\ * / 

ni/2, n = ni-\ h et G = G(U(Ji) x • • • x U(Jr)). 

Soit p un nombre premier non ramifie dans E. Alors le groupe G est non ramifie sur 
Qp. On peut done I'etendre en un schema en groupes reductifs sur Zp (c'est-a-dire un 
schema en groupes sur Zp a fibres geometriques connexes et dont la fibre speciale est un 
groupe reductif sur Fp). Dans la suite, on notera aussi G le schema en groupes sur Zp 
etendant G qui est defini dans la remarque l2.1.1[ On forme le L-groupe de G en utilisant 
le groupe de Weyl Wq^ de Qp. 

On fixe une place p de E au-dessus de p. Soit a G N*. On note L une extension non 
ramifiee de Ep de degre a, et on choisit une uniformisante wl de L. Comme L contient 
E, le groupe G est deploye sur L. On note d = [L : Qp] (done d = 2a si p est inerte dans 
E, et d = a si p est totalement decompose dans E). 

On note Kq = G(Zp) et Kl = G{Ol) ; ce sont des sous-groupes compacts hy- 
perspeciaux de G(Qp) et G{L). On commence par calculer le morphisme de changement 
de base TC{G{L),Kl) — > 'H(G(Qp), Kq). II faut distinguer deux cas, selon que p est 
inerte ou totalement decompose dans E. 

Supposons d'abord que p est inerte dans E. Alors p = p et Sp ~ Qp ®(q E est une 
extension (non ramifiee) de degre 2 de Qp. Pour tout i G {1, . . . ,r}, un tore deploye 
maximal de GU(Ji)Qp est 

Si = {diag{Xi,...,Xq^,Xg^^X,...,X^^X),X,Xi,...,Xq^ G G^^qJ ^ G^]q^^ 
si Hi est pair, et 

Si = {diag{XXi,. . . , AAg^, A, AA~\ . . . , AA^;^), A, Ai, . . . , Ag, G G^^qJ ~ G^^^^ 
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si rii est impair. Un tore deploye maximal de Gq^ est 

Sg = {{gi, ... G Si X ... X SrHgi) = ■■■ = c(5,)}0 ~ GS;^"^^'- 

Pour tout i G {1, . . . , r}, on note Tj le tore diagonal de GU(Ji). On identifie Ti^L au 
tore Gm,L X ^ par I'isomorphisme 



g = diag{\i,. . . ,Xn^] 



(c(5),(n(Ai),...,u(A„J)), 



oil It est le morphisme L E — > L, x (8) 1 + y < 



X + y\/^-b. Un tore maximal 



(forcement deploye) de G^: contenant Sg,l est le tore diagonal Tg,l, oii 
Tg = {(51, . . . ,5r) G Ti X • • • X T,.|c(5i) = • • • = c((7r)}. 



X ^im,L. On note 



Les isomorphismes ci-dcssus donnent un isomorphismc Tg.l - 

^g{%) = W{Sg{%), G(Qp)) et ^g{L) = W{Tg{L), G{L)) les groupes de Weyl relatifs 
de Sg et Tg,l (comme G est deploye sur L, le second groupe est egal au groupe de Weyl 
absolu). On a Q.g{L) S„j x • • • x S„^, et ^g{Qp) — x ■■■ x ^r, oil Q-i est le sous- 
groupe de ©„. engendre par la transposition (l,?7,j) et par I'image du morphisme 
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o-{j) sil < j <qi 

©ni, — — j si qi + 1 < j <ni- Qi 

rii + l- a{ni + 1 - j) si Ui + I - qi < j < Ui 



Done est isomorphe au produit semi-direct {zbl}'^» x Sg., oii 6q^ agit sur {±1}''* par 
(cr, (ei, . . . ,£qi)) I — > (£(t(i)5 . . . :^a{qi))- On disposc des isomorphismes de Satake 



et 



W(G(Qp),Ko)— C[X,(Sg) 
W(G(L),Ki) ^ C[X,(Tg)]^«(^). 



On a un isomorphisme 

C[X,(Tg)] ~ C[Z^\ Zj/, 1 < i < r, 1 < J < ni] 

induit par I'isomorphisme Tg,l — *Gm,L x ^ ci-dessus. Explicitement : 
• Z correspond au cocaractere 



A 



A + 1 



1 + 



1-A 



• Solent i G {1, . . . , r} et s G {1, . . . , Qj} U {nj + 1 — q^, . . . , nj}. Alors Zi^g correspond 
au cocaractere 



avec : 



A 



aj{X) 



(Ii, . . . ,Ii-i,diagiai{\), . . .,arn{X)),Ii 



+1, 



1 + T^Mf ® 



1 + 



1-A-i 



S\ J = s 
—b si s = n + 1 — J 
sinon 
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Soit i E {1, . . . ,r} tel que rii est impair. Alors ^i,(ni+i)/2 correspond au cocaractere 



A I — > (/i, . . . 



(g) 1 + 



\ 



ki J 



,Ir). 



\ 

On en deduit un isomorphisme 

C[X4TG)f''^^^ ^ C[Z^^] ^ C[Z^}, l<i<r,l<j < n^]®"l^•••^®"^ 

ou &ni S'Sit par permutation sur Z^^i, . . . , Zi^ji^ et trivialement sur les Zj/j, i' i. 
Supposons que rii est pair. Alors on a un isomorphisme 



obtenu en envoyant sur le cocaractere 



A 



I,. 
A/^, 



et en envoyant Xj^s, 1 < s < qi, sur le cocaractere 

A^ 



avec : 



aj{X) -- 

On en deduit un isomorphisme 



diag{ai{\),. . . ,aniiX)), 

A si j = s 

si j = ni + 1 — s 
1 sinon 



ou ©g. agit par permutation sur X,;.i, . . . ,Xi^q. et trivialement sur les X'-, et {±1}'?' agit 
par ((ei, . . . , e^J, X^j) i — > X-^- et {{ei, eq^),X() i — > X[ Xjj. On remarque 

i tq Sj=-1 

que le cocaractere (invariant par Q^) A i — ^ Xlm correspond a Xi := X'^Xi^i . . . Xj. 
Supposons que rii est impair. Alors on a un isomorphisme 



C[X,(S,)]:^C[Xf\X±/,...,X±ii 

obtenu en envoyant Xi sur le cocaractere A i — > AI„. et en envoyant Xj^^, 1 < s < Wj, 
sur le cocaractere defini par la meme formule que dans le cas rii pair. On en deduit un 
isomorphisme 

C[X,(S,)]^^ ^ C[X±i,X±\ . . . ,x±i]{±i>''>^®^s 

oil {±1}^' XI &q^ agit comme ci-dessus sur Xj^i, . . . ,Xj^q. (et trivialement sur Xj). 
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Finalement, on trouve que, si tous les rii sont pairs, 

c[x,(Sg)]^«(^'') ^ c[ix[ . . . i<i<r,i<j< gi]^lx•••x^^ 

et, si I'un au moins des rii est impair, 

C[X,(Sg)]"°(^^) ^ C[(Xi . . l<i<r,l<j< nil^ix-x"'-. 

On note X' = X[ . . . X'^ et X = Xi . . . Xr. 

Le morphisme de changement de base H{G{L),Kl) — > 7^(G(Qp),Ko) correspond 
par les isomorphismes de Satake au morphisme induit par 

C[Z±i]®C[Z±\...,Z±i] C[X^\X^I,l<i<r,l<j<ni] 

Z I — > 

si 1 < j < 




^iJ ' — ' \ ^ si Qi + l < j < rii - qi 

si rii + l - Qi < j <ni 

Supposons maintcnant que p est decompose dans E. On note p' la deuxieme place de 
E au-dessus de p, de sorte que p = pp' . On a Qp (8>q £^ ~ x i?p', et ~ E^i ~ Qp. 
Done d = a, et Gq^ ~ ^S^m^p ^ G^L^^^q^ x • • • x GL^^^q^. Le tore diagonal Tq de G est 
deploye sur Qp. On identifie comme plus haut To a Gm,Qp x '^mQp- ^ 

^g{Qp) = W{Tg{Qp), G(Qp)) = W{Tg{L), G{L)) = Og(^) x • • • x 6„,, 

d'oii un isomorphisme evident 

C[X,(Tg)]"g(Q'') ~ C[X^^] ® C[Xj/, 1 < z < r, 1 < i < ni]®"ix-x®"-. 

Le morphisme de changement de base 

n{G{L),KL) ^H{G{Qp),Ko) 

correspond par les isomorphismes de Satake au morphisme induit par 

Z I — > X'^ 
Zij I — ^ Xfj 

Supposons a nouveau p inerte. Pour simplifier les notations plus tard, on pose, pour 
tous i e {1, . . . ,r} et j e {ui+l-qi, ... , Ui}, Xij = Xr^,_^_^_j et, pour tout i e {l,...,r} 
tel que rii est impair, X. = 1. 

Avec ces notations, les formules pour le morphisme de changement de base ?^(G(L), K^) 
H{G{Qp),Kq) sont les memes pour p inerte et p decompose. 
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Soient si, . . . ,Sr G N tels que Si < qi. Pour tout i G {1, . . . , r}, on a un cocaractere 
— > G\J* {ni)E, defini en 12.3.11 On pose ft = {fi 
Gm,E — > Ge et 

(autrement dit, avec les notations de I5.H (p = /m)' °^ note cj)^"^^ £ 'H(G(Qp),Ko) la 
fonction obtenue a partir de 4> par changement de base. 

Soient la representation de ^Ge^^ associee a —fi comme dans le lemme [5.1.H et 
$ e W{Qp'^ /Qp) le Frobenius geometrique. 

Proposition 5.2.1 Pour tout morphisme admissible non ramifie f : Wq^^ — > ^G, on a 
Autrement dit, la transformee de Satake de (p est 

r 

^d{si{ni-si)/2+-+Srinr-Sr)/2)2-l nn^i"/' 

IlC{l,...,ni} IrC{l,....nr} j=l je/j 

\^l\~ni—si \Ir\—nr — Sr 

done la transformee de Satake de 6^'^'^ est 



P 



{si{ni~si)/2+-+Sr{nr-Sr)/2)j^~d ^ X] n n -^'^ 



IlC{l,...,ni} IrC{l,...,nr} j=l je/j 

\Il\~ni—si \Ir\—nr — Sr 



On remarque que la premiere formule a un sens, car (p{^'^) G ^^E^, (si p est inerte 
dans alors Ep = Qp ; si p est totalement decompose dans alors d est pair). 

Demonstration. Pour deduire la premiere formule du theoreme 15.1.21 (c'est-a-dire du 
theoreme 2.1.3 de |K3j ). il suffit de voir que 

< p,fi >= si{ni - si)/2 H h Sr{nr - Sr)/2, 

oil p est la demi-somme des racines positives de dans le sous-groupe de Borel stan- 
dard de G (c'est-a-dire le groupe des matrices triangulaires superieures) . Ceci resulte 
facilement de la definition de p. 

Dans sa reformulation en-dessous de la formule (2.3.4) de [K3], le theoreme 2.1.3 de 
|K3j dit que la transformee de Satake de cp est 

^d(si(ni-Si)/2+-+Sr(nr-Sr)/2) ^ ^_ 

Pour prouver la deuxieme formule, il suffit done de remarquer que — /i G X^{Tg) corres- 

r 

pond par I'isomorphisme C[X*(Tg)] ~ C[Z^'^]®'C[Zfj] au polynome W (Zj^i . . . Zi^m^ 

i=l 

La troisieme formule resulte de la description du morphisme de changement de base 
donnee ci-dessus. 

□ 
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5.3 Transfert, changement de base tordu et termes constants 



Dans ce paragraphe, nous considerons, afin de simplifier les notations, le groupe G = 
GU(J) avec J G GL„(Z) symetrique antidiagonale, mais tons les resultats s'etendent 
de maniere evidente aux groupes consideres dans 15.21 

Soient ni,n2 G N tels que n2 soit pair et n = ni + n2- On note (H, s,r/o) le triplet 
endoscopique de G determine par (?ii,n2) comme dans la proposition 13 . 1 . ll On note q 
(resp. qi, q2) la partie entiere de n/2 (resp. ni/2, n2/2). 

Les groupes G et H sont non ramifies sur Qp. Dans la suite, on notera aussi G et H les 
schemas en groupes sur etendant G et H qui sont definis dans la remarque l2.1.1[ On 
forme toujours les L-groupes en utilisant le groupe de Weyl Wq^ de Qp. On choisit un 
prolongement rj : — > ^G de r/o : H — > G, et on suppose que rj est non ramifie, c'est- 
a-dire qu'il provient par inflation d'un morphisme H x VF(Qp^'/Qp) — > G x VF(Qp^'/Qp). 

On note Kq = G(Zp), = G(C'l), Kh^ = H(Zp) et Kh,l = H(C'l) ; ce sont des 
sous-groupes compacts hyperspeciaux de G(Qp), G(L), H(Qp) et H(L). On utilise les 
tores maximaux et les isomorphismes de Satake definis en 15.21 

Le morphisme rj induit des morphismes 'H(G(L), K^) — > 'H(H(L), Kff^i) et 'H(G(Qp), Kq) 
'H(H(Qp), K/f^o)) qu'on va expliciter dans un cas particulier. Supposons que p est inerte 
dans E et que 



^((1,^)) = (1, 

Alors le morphisme 'H(G(L),K/,) — > 
de Satake au morphisme 



(-1) 





n— 1 T 



'"1 




■H(H(L), ¥>.h,l) correspond par les isomorphismes 



C[X,(Th)] 



defini par 



Z 

Zi 



z 



si 1 < i < ni 

si 77-1 + 1 < i < n2 



et 'H(G(Qp),Ko) — > 7i{il{Qp),KHfi) correspond au morphisme 



C[X,(Sg)] 



C[X,(Si^) 



defini par 



X' 
X 

Xi 



X[X2 si n est pair 
X1X2 si n est impair 

Xi^i si 1 < i < qi 
X2,i_qi si gi + 1 < i < 52 



On a des formules similaires si p est decompose dans E et r]{{l,a)) = (1,0"). 

Rappelons la definition du changement de base tordu (cf |K9] p 179-180). On note 
a £ W{Qp^ /Qp) le generateur correspondant au Frobenius geometrique, R = Rl/q Gl 
et 6 I'automorphisme de R correspondant a a. On a 



R = {G) 



67 



ou le i-ieme facteur correspond a I'image de o""^ * dans Gal(L/Qp). Le groupe Wq^ agit 
sur R via son quotient W{Qp^/Qp), et a agit sur R par 

<^{9i, ■ ■ ■ ,9d) = 0{a{gi), . . .,a{gd)) = {cr{g2), ■ ■ . ,a{gd),a{gi)). 

Soient , . . . , G ^(H)Gai(Qp/Qp) ^^jg que h . . .ta = s, et soit t = {ti, ... ,td) e R. On 
definit un morphisme ?j : U yi ^^(Q^'VQp) — > R >^ W{q!^''/Qp) par : 

• r7|g est le compose de rjo -.11 — > G et du plongement diagonal G — > R = (G)*^, 

• 7j{{l,a)) = it,a). 

Alors la classe de i?-conjugaison de rj ne depend pas du choix de ti, . . . ,t(i, et (H.,t,rj) 
est une donnee endoscopique tordue pour (R, 9) . Le changement de base tordu est le 
morphisme 

K(G(L),Ki) K(H(Qp),Kj^,o) 



induit par rj. 
Supposons que 



si p est inerte dans E, et que r7((l,c7)) = si p est decompose dans E. Alors le 

morphisme de changement de base tordu correspond par les isomorphismes de Satake 
au morphisme 

induit par 

C[Z±i]®C[Z±,...,Z±i] C[X±i]®C[X±i,...,X±ij0C[X2±i,...,X2±ij 



Xf i si 1 < i < m 

-^2.i-r,„ si m + 1 < i < n 



Soit Mff un sous-groupe de Levi standard cuspidal de H. On a M^j = H n (M.h,i x 
Mi^,2), oil 

/ RE/qGm \ 

Re/Q^ui 



MH,i = GV*{ni)n 



V i?ij/QG^ / 

les blocs diagonaux sont de tallies ri,mi,ri, avec rii = mi+2ri. On a M.h = M//^; xM^f^/j, 
ou 

Mh,1 = {RE/QGmY' X {RE/QGmY' 
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est la partie lineaire de M/f et 

M^,;, = G(U*(mi) xU*(m2)) 
est la partie hermitienne. On definit un sous-groupe de Levi standard M de G par 



M = Gn 











GU*(m) 



V 







avec des blocs diagonaux de tallies r,m,r, ou r = ri + r2 et m = mi + m2- On 
a M = M.I X M/i, ou = = [R^/QGrnY est la partie lineaire de M et 

M/i = GU*(m) est la partie hermitienne. Le groupe M.H^h est le premier element du tri- 
plet endoscopique elliptique (M/^ /i, SAf^! ??Mh,o) de M/^ definit par {mi, 1712) comme dans 
la proposition I3.1.H et le groupe M.h est le premier element du triplet endoscopique 
elliptique (Mh, SMiVMfi) de M donne par 



SM = (1,SmJ G M; X 



M 



rjMfl = idx TjM^fl- 

Le morphisme rj : — > ^G determine un prolongement rjM '■ — ^ de r]M,o, 
unique a conjugaison par M pres et non ramifie. On a aussi un morphisme de changement 
de base tordu associe a tjm- 

Les donnees de Shimura des groupes unitaires G et M/^ (cf 12. 3p donnent des mor- 
phismes 



Gl,z 






2-1 







6)/, 



n—2q 



et 



Din 
















6)1, 



m-2q' 






I,' 



oil est la partie entiere de m/2 (on utilise ici les formes antidiagonales pour definir 
les groupes unitaires). On remarque que ^ est egal au compose de et de I'inclusion 
^h,L C Gl On pose 



voI{Kl) 



G W(G(L),Kl) 
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{(p est notee (j)^ dans I1.6P et 



eniMh{L),MhiOL)). 



vol{Mh{OL)) 

La transformee de Satake de (p est calculee dans la proposition 15.2.11 : elle est egale a 



/C{l,...,n} iei 
\I\^n-q 



On a bien svir une formule analogue pour la transformee de Satake de 0^'' : si Tjv/^ est 
le tore diagonal de M/j = GU*(m), on a comme ci-dessus des isomorphismes 



"711,1 



et la transformee de Satake de (p^'' est 

pdq'(m~q')/2Y-l ^ H^^^- 

/C{l,...,m} ig/ 
\I\=n'-q' 

On remarque que le morphisme C[Y^^](g)C[Y^\ . . . ,Y^^] — > C[Z±i]®C[Zf \ . . . , 
induit par I'inclusion M/^ C G envoie Y sur ZZi . . . Zr et 1^ sur .^r+j) pour tout i £ 
{1, ...,m}. 
Soit 

voi^Ui ) 

On note ■0" € ?^(H(Qp), Kh,o) et G W(Mh(Qp), M//(Zp)) les fonctions obtenues 

par changement de base tordu a partir de (j) et (f)^. 

On note P le sous-groupe parabolique standard de G de sous-groupe de Levi M, 
et Vi la fonction de W(Mh(Qp), Mj^ (Zp)) obtenue par changement de base tordu 
a partir du terme constant 4>m G 'H(M.{L),'M.{Ol)) de (p en P (le terme constant est 
defini, par exemple, dans [ QKM] 7.13). On note Ph le sous-groupe parabolique standard 
de H de sous-groupe de Levi M/^, et V'mh terme constant de ip^ en Ph- 

Soit le sous-groupe de 0,h{Qp) C Gm x 6n2 engendre par les transpositions 

((j,ni + 1 - i),l), 1 < i < ri, et (l,(j,n2 + 1 - j)), 1 < j < rs. On a ~ 
|_l_]^|ri ^ {±i}^2 (■gjj fg^j^^ ^^^H est meme un sous-groupe du groupe de Weyl relatif sur 
Q, Ty(Si^(Q),H(Q))). On rappelle qu'on a note le tore diagonal de H. On definit 
des morphismes Sij : Th — > RE/Q^m, ^ S {1, 2}, 1 < j < n^, par : 

eij{{diag{Xi^i, . . . , Xi,ni),diag{X2,i, ■ ■ ■ , A2,n2)) = 

On remarque que les morphismes £i,j£^ni+i-j^ arrivent dans Gm C RE/qGm- Ces mor- 
phismes, pour i G {1, 2} et j S {1, . . . , rij} — {(rij + l)/2}, sont exactement les racines 
reelles de Th dans H. 
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Proposition 5.3.1 Soit e M//(Qp) tel que 07h(V'mh) 7^ 0- ^^o^'S |c(7h)Ip = p"*, et 
oil est dans I'uii (et un seul) des deux cas suivants : 

(A) Ilexisteu! S , uniquement determine par , tel queuj{'^H) S ;(Zp)M// /^(Qp). 

(Bj Ji existe une racine reelle a de Tfj dans H telle que a\MH h ~ o-iln) G 
(autrement dit, il existe i G {1,2} et j G {1, • • • ,1",} teis que (ejje~^._,_x_j)(7_ff) G 

On ecrit 'Jh = lilh, avec -/h £ Mn^hi^p) et 7; = ((Ai,i, . . . , Xi,r^), (A2,i, • • • , A2,r2)) G 
MH,mp) = iiE^QQpVY' x((S®QQp)xp. On note 

1 

s(7h) = ^^valp{\X2,iX2,i\p) 
1=1 

(oil valp est la valuation p-adique), et on choisit un element 7 E M(Qp) provenant de 
7h (un tel 7 existe toujours car M est quasi-deploye sur Qp, cf jKiy ). Aiors s{'^h) G ^, 
et 

Si de pius 7; G M//^;(Zp), alors 



Demonstration. Soit rj' : — > un autre L-morphisme non ramifie qui prolonge 
r]Q. Alors rj' = cr], avec c : Wqj, — > -^^(H) un 1-cocycle et, si cm '■ — > Z(M.h) est 
le 1-cocycle compose de c et de I'inclusion Z(H.) C Z(Miif), on pent prendre ijm et r/^j 
tels que t]'j^ = cmtIm- Notons x (resp. xm) le quasi-caractere de H(Qp) (resp. M//(Qp)) 
correspondant a la classe de c (resp. cm) dans H^(Wqp, .^(H)) (resp. H^(Wqp, Z(M//))) ; 
on a Xm = X|Mjy((Qp)- Si on utilise rj' (resp. ly^^) an lieu de rj (resp t/m) pour definir le 
morphisme de changement de base tordu, cela multiplie le resultat par x (resp. xm)-, 
done cela ne change pas le fait que ©^^(''/'m^) / 0, et les deux cotes des egalites a 
prouver sont multiplies par le meme nombre. II suffit done de prouver la proposition 
pour un choix particulier de rj. 

D'autre part, on voit facilement que les cas (A) et (B) sont mutuellement exclusifs (si 
on a deja montre que |c(7//)|p = p'^). En effet, si on est dans le cas (A), alors, pour toute 
racine a de la forme £ij£^^.^i_j avec I < j < ri, on a |a(7//)|p = p^"^. 

On voit facilement aussi que I'element to G 0,^'^^^ du cas (A) est necessairement unique. 
Cela resulte du fait que, pour tout £ M.H^i{Zp)'M.H,h{Qp) tel que \c('~fH)\p / 1 et pour 
tout Lo e w(7h) ^ 7H- 

Les tores maximaux de G (resp. H) definis plus haut sont aussi des tores maximaux 
de M (resp. M/^), et on utilise ces tores pour les isomorphismes de Satake. 

Si p est inerte dans E, on choisit r] tel que 
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On peut alors prendre r]M tel que 

»7M((l,a)) = ((1,(1, ))),^) e (M; X M;,) X W^^. 

Si p est totalement decompose dans E, on choisit tel que ri{{l,a)) = (1,(t). On peut 
alors prendre ijm tel que 77m((1,c)) = (Ijc)- 
On sait que la transformee de Satake de (f) est 

pdg(n-,)/2^-l J2 llZ-\ 

/C{l,...,n} ie/ 
\I\=n-q 

Pour tout / C {1, . . . , n}, on note 

n(7) = |7n{ni + l,...,n}|, 

et 

a: = X-<^ n n ^^m- 

«e-fn{l,...,ni} ieln{ni+l,...,n} 

La transformee de Satake de V'm^ (qui est egale a celle de tp^) est alors 

/C{l,...,n} 
\I\=n-q 

Comme S est le produit de X~'^ et d'un polynome en les on doit avoir 1 0(777 )|p = p'^ 
pour que O^^iil)^^) 7^ 0. 

On note Ai^i = {1, . . . ,ri}U{ni + l-ri, . . . ,ni}, A,2 = {ni + 1, . . . ,ni + r2}U{n + l- 
r2, . . . , n}, A; = U Ai^2, A,i = {n + 1, . . . , ni - ri}, Ah^2 = {ni + r2 + 1, . . . , n - r2} 
et A/j = Ah,i U ^h,2- Pour tout 7/ C A;, on note n/(7;) = |7; n ^i,2| et 

b^^= n n ^2j-n.- 

Pour tout IhC Ah, on note n/i(7/j) = |7/j n A,2|, et 

c..=^-'' n ^1:/ n ^2,u- 

Comme aj = binAiCinAh et n(7) = n;(7 D A;) + nh{I fl A/j) pour tout 7 C {1, . . . , n}, on 
a : 

S=pMn-,)/2'^l ^ (_l)n,(/0;,^ W ^ (-ir(''')c7, 

fe=0 V/iC/li,|/i|=fe / V'f'^^^ft'l^'>l="-9-'= 
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Pour tout k G {0, . . . ,n — q}, le polynome ^ (— l)"'''^-'^'>)c/^ est la trans- 

Ih'^^h,\Ih\=n-q-k 

formee de Satake d'une fonction de H(M.H,h{'Qp)j^H,h{'^p))-i qu'on notera tph,k-i et, 
pour tout /; C Ai, le monome (— est la transformee de Satake d'une fonction 
de n{MH,i{Qp),MH,i{Zp)), qu'on notera ^pj^. On a 



n—q 



Comme 7^ 0' existe A; G {0, ...,n — g} et /; C ^1; tels que \Ii\ = k et 

0^jj{iJi,iJh,k) / 0. Onecrit -/h = lilh, avec 7,^ G M^^/,(Qp) et 7; = ((Ai,i, . . . , Ai^^J, (A2,i, . . . , \2,r2) € 
Mii_;(Qp). Alors 0^„{'4;^i}h,k) = O^, (V'/JOt^ (V'/i,fc)- Pour que ©^((V'/J / 0, il faut et 
il suffit que 7^ soit dans Ic produit de Mj/ ;(Zp) et de I'image de p par le cocaractere 
correspondant au monome (^1,1 . . . ^i,ri^2,i • • • X2,r2Y^iii ceci implique que : 
• pour tout j G {1, . . . , ri}, on ait 



|Ai,jAij|p — < 
• pour tout j G {1, . . . , r2}, on ait 

|A2,jA2j|p = < 



'1 si j G et ni + 1 - j 

si m + 1 - J G 7; OU j, ni + 1 - i ^ J; 

p"^'' si j 7; et ni + 1 - j G 7/ 



1 si ni + J G /; et n + 1 — J ^ 

p-2(i gj _|_ ^ _|_ 2^ _ j g + J, n + 1 — J 7/ 

p"'^'' si ni + j ^ 7/ et n + 1 - j G 7/ 



On voit au passage que s{^h) € Z. D'autre part, on a c{^h) = ci'Jh), done |c(7/i)|p = p"^. 
On distingue trois cas : 

(1) Supposons que, pour tout j G {1, . . . , ri}, on ait soit j G Ii soit rai + 1 — j G 7; 
et, pour tout j G {1, . . . , r2}, on ait soit ni + j G Ii soit n + 1 — j G 7;. Soit a; = 

. . . (c^2,i, • • • ,t^2,r2)) G f^^^'' tcl que, pour tout j G {1, . . . ,ri}, wij = 1 

si j 7; ct oji.j = — 1 si j G 7; et, pour tout j G {1, . . . , r2}, i^2j = 1 si ni + j 7/ 
et u;2j = —1 si ni + j G Ii. On voit facilement que ^(7) G Mjj_;(Zp)Mj^^/j(Qp). 

(2) Supposons qu'il existe j G { 1 , . . . , ri } tel que j, ni + 1 — j G 7^ ou ni + 1 — j ^ Ii, 
et notons a = £i,je]"jj^+i_j. Alors |AijAij|p''^ = |q;(70Ip = P""^, done |a(7if)|p = 
P~'^\c{lh)\p = 1- 

(3) Supposons qu'il existe j G {1, . . . , r2} tel que ni + j, n + 1 — j2 G 7; ou ni + j,n + 
I — j ^ II- On voit comme dans le deuxieme cas que |(e2,j£2 7'i2+i-j)(')'^)lp ~ 

Montrons les deux dernieres assertions de la proposition. Pour tons 7 C {1, . . . , n}, on 
note 

m{I) = |7 n {rii + r2 + 1, . . . ,ni + r2 + m2}\. 
La transformee de Satake de (^m est egale a celle de (p, done la transformee de Satake 



de ^p^" est 



P 



/C{l,...,n} 
\I\=n-q 
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Comme m{I) = n^(7 PI Afi) pour tout / C {1, . . . , n}, on en deduit que 

n-q I \ 

fe=0 \li<zAi\Ii\=k j 

Done, pour montrer la premiere egalite, il sufRt de voir que, pour tout li C Ai tel que 
0^,;(V'/;) 7^ 0, on a niiji) = r2 + s{'^h) modulo 2; mais cela resulte facilement de la 
condition de non annulation pour 0-yj(^/J ei-dessus. 

Supposons maintenant que 7; G Mii^^;(Zp). Alors le seul /; C Ai tel que 0^^{'ip^) 7^ 
est 1; = {1, . . . , ri} U {rii + 1, . . . , ni + r2}, pour lequel 72^(1^) = r2. Done O^^ (V^m^ ) = 
Ojjj{ip'), oil ijj' G 7i(M//(Qp), Mi7(Zp)) est la fonction de transformee de Satake 

i=i i=i 

(on rappelle que r = ri + r2). Or, en appliquant le calcul du morphisme de changement 
de base tordu a M/j et 'M.H,h au lieu de G et H, on trouve que la transformee de Satake 
de ip^" est 

j=l j=l 

II reste a montrer 

X-V2 / X _ dq'{m-q')/2-dq{n-q)/2 

Comme 7 provient de ^h, on a 0(7) = c{^h)- D'autre part, 7 G M;(Zp)M/j(Qp). On 
ecrit 7 = 7i7^, oii 7; G Mi(Zp) et 7^ G M,j(Qp). Alors 

<^P(Qp)(7/) = 1, 

et 

/ C{^h)lr \ 

lh=\ 7' , 

V Ir J 

avec 7' G GU*(m)(Qp). On en deduit que 

SpiQ,){l) = '5P(Q,)(7.) = |C(7.)|;('-+'") = |C(7)|?^+"^) =pMn-r)_ 

Pour conclure, il suffit de remarquer que 

g(n — q) — q'{m — q') = r{n — r). 

□ 



74 



6 Le cote geometrique de la formule des traces stable 



6.1 Normalisation des mesures de Haar 

On utilise les regies suivantes pour normaliser les mesures de Haar : 

(1) Lorsque I'on est dans la situation du theoreme 11.6.11 on utilise les normalisations 
de ce theoreme. 

(2) Soit G un groupe reductif connexe sur Q. On choisit toujours sur G(Aj) une 
mesure de Haar telle que les volumes des sous-groupes compacts ouverts soient des 
nombres rationnels. Soit p un nombre premier en lequel G est non ramifie, et soit 
L une extension finie non ramifiee de Qp ; alors on choisit sur G(L) la mesure de 
Haar telle que le volume des sous-groupes compacts hyperspeciaux soit 1. Si on a 
fixe une mesure de Haar dgj sur G(Aj), alors on choisit la mesure de Haar dgoo sur 
G(M) telle que dgjdgoo soit la mesure de Tamagawa sur G(A) (cf [OJ). 

(3) (cf [KT] 5.2) Soient F un corps local de caracteristique 0, G un groupe reductif 
connexe sur F et 7 G G(-F) semi-simple. On note / = (G-^)'', et on choisit des 
mesures de Haar sur G(F) et I{F). Si 7' G G(F) est stablement conjugue a 7, 
alors r = (G^/)° est une forme interieure de /, done la mesure sur I{F) donne une 
mesure sur I'{F). Lorsque I'on forme I'integrale orbitale stable en 7 d'une fonction 
de C^(G(F)), on utilise ces mesures sur les centralisateurs des elements stablement 
conjugues a 7. 

(4) Soient F un corps local ou global de caracteristique 0, G un groupe reductif 
connexe sur F et (H, s, r/o) un triplet endoscopique elliptique de G. Soit 7// G H(F) 
un element semi-simple (G, H)-regulier. On suppose qu'il existe une image 7 G 
G(F) de jH- Alors I = (G^)° est une forme interieure de Ih = {H-ynf (lK2j 3.1). 
On choisit toujours des mesures de Haar qui se correspondent sur I{F) et Ih{F). 

(5) Soit G un groupe reductif connexe sur Q comme dans 11.61 et soit (70:7, 5) un 
triplet verifiant les conditions (C) de ll. 61 et tel que I'invariant 0(70; 7, 5) soit trivial. 
Alors on pent associer a (70; 7, <5) un groupe (reductif connexe sur Q) I comme dans 
ll.6l tel que soit une forme interieure de /(oo) = (Gk^^o)*^. Si on a choisi une mesure 
de Haar sur /(M) (par exemple en suivant la regie (2), si on a deja une mesure de 
Haar sur I(Aj)), alors on prend sur I(cxd)(M) la mesure de Haar correspondante. 

6.2 Normalisation des facteurs de transfert 

Soit G un des groupes unitaires de 12.11 et soit (H, s, r/o) un triplet endoscopique 
elliptique de G. On choisit un L-morphisme ry : — > ^G qui prolonge 770- Les facteurs 
de transfert ont ete definis par Langlands et Shelstad dans |LS1| et |LS2] . mais ils ne 
sont determines qu'a un scalaire pres. 

En la place infinie, on normalise le facteur de transfert comme dans [K9] §7 p 184- 
185 (cette normalisation est rappelee dans 14. 3( ). en utilisant le morphisme j de I4.3l et le 
sous-groupe de Borel de la remarque 14.3.31 

Soit p ^ 2 une place finie oii G et H ne sont pas ramifies. On normalise le facteur 
de transfert en p comme dans |K9j §7 p 181-182. Si rj est non ramifie en p, alors cette 
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normalisation est celle donnee par les Zp-structures sur G et H, definie par Hales (cf 
[HI] II 7). 

On choisit les facteurs de transfert aux autres places de maniere a ce que la propriete 
pC7] 6.10 (b) soit verifiee. 

Soit M// un sous-groupe de Levi standard de H. On lui associe comme dans 14.31 
et 15.31 un sous-groupe de Levi standard M de G, un triplet endoscopique elliptique 
(NLHjSMjVMfi) de M et un L-morphisme r]M ■ — *■ qui prolonge ??m,o (dans 
14.31 et [?^ on suppose que G = GU(p, g), mais le cas general est similaire). On a besoin 
aussi de normaliser les facteurs de transfert pour M et M//. On notera A§ (resp. ^m^) 
les facteurs de transfert pour G et H (resp. M et M//). 

En la place infinie, on normalise le facteur de transfert comme dans 14. 3| pour le sous- 
groupe de Borel de M intersection avec M du sous-groupe de Borel de G choisi ci-dessus. 

Si V est une place finie de Q, on normalise le facteur de transfert en v pour que 

si 7jy G M//(Qt,) est semi-simple G-regulier et 7 G M(Qt,) est une image de 7^ (cf |K13] 
lemme 7.5). 

6.3 Lemme fondamental et transfert 

On enonce ici les versions du lemme fondamental et du transfert dont on aura besoin 
dans la section [71 Les integrales orbitales stables locales et adeliques sont definies dans 
pCT] 5.2 et 9.2. 

Soient G un des groupes unitaires de l2.1l (H,s,?7o) un triplet endoscopique elliptique 
de G et T] : — > ^G un L-morphisme qui prolonge rjQ. La conjecture de transfert est 
enoncee dans |K7| 5.4 et 5.5. Elle dit que, pour toute place v de Q, pour toute fonction 
/ G C^{G{Q^)), il existe une fonction e C~(H(Q^)) telle que, si jh G H(Q^) est 
semi-simple (G, H)-regulier, alors 

7 

oil la somme est sur les classes de conjugaison 7 dans G(Qt,) qui sont images de 7^ 
(done, si ii'a pas d'image dans G(Q^), on demande que SO^jj{f^) = 0). On dit que 
est un transfert de /. 

Le lemme fondamental dit que, si v est une place finie 011 G et H sont non ramifies, si 
r] est non ramifie en ?; et si 6 : Ti.{G{Qy), G(Z^)) — > 'H(H(Qt,), H(Z^)) est le morphisme 
induit par r] (ce morphisme est explicite dans 15.21 pour un choix particulier de 'n\uxiWQ 
alors, pour toute fonction / G 'H(G(Q^,), G(Z„)), on peut prendre = b{f ). 

Si V = 00, la conjecture de transfert a ete montree par Shelstad (cf [Sh]). 

Pour les groupes unitaires, le lemme fondamental en une place finie assez grande et 
la conjecture de transfert en toute place finie resultent des travaux de Laumon-Ngo et 
Waldspurger (cf [LN], [WaT] et [Wa2] ). 
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On utilisera aussi un autre lemme fondamental. Soient p une place finie ou G et H sont 
non ramifiees, p la place de E au-dessus de p determinee par le morphisme E — > Qp fixe, 
j G N* et L I'extension non ramifiee de degre j de Ep dans Qp. On suppose que rj est non 
ramifie en p; alors il definit un morphisme b : 'H(G(L), G(C'l)) — > 'H(H(Qp), H(Zp)) 
(cf 15.31 pour la definition de b et sa description pour un 'n\^xiWQ particulier) . Le lemme 
fondamental que Ton utilisera dit que, pour toute fonction (p £ 7i(G{L), G{Ol)) et pour 
tout '-^H G H(Qp) semi-simple et (G, H)-regulier, on a 

(*) SO^^{b{^)) = Y,< «(7o;'5),s > Ap(7H,7o)e(G^o)r05(</>), 

s 

ou la somme est sur I'ensemble des classes de cr-conjugaison 5 dans G(L) telles que la 
norme N5 soit conjuguee dans G(Qp) a une image 70 G G(Qp) de '^h, et oil 0(70; 5) est 
defini dans [K9j §7 p 180. Cette conjecture (modulo un calcul de facteurs de transfert) 
est demontree dans |Wa3j dans le cas oii (j) est I'element unite de I'algebre de Hecke 
TL{G{L)^G{Ol)). La reduction du cas general au cas de I'unite est I'objet de la section 
[To] (oil on fait aussi le calcul de facteurs de transfert necessaire) . 

6.4 Un resultat de Kottwitz 

On rappelle ici un theoreme de Kottwitz sur le cote geometrique de la formule des 
traces stable pour une fonction cuspidale stable en I'infini. La reference est |Ki3]. 

Soit G un groupe algebrique sur Q. On suppose que G est cuspidal (c'est-a-dire que 
(G/Ag)r a un tore maximal anisotrope) et que le groupe derive de G est simplement 
connexe. Soit Kqo un sous-groupe compact maximal de G(M). Soient G* une forme 
interieure de G sur Q qui est quasi-eployee, G une forme interieure de G sur M telle que 
(G/Ag,r)(IR) soit compact et Te un tore maximal elliptique de Gr. On note 

U(G) = e(G)vol(G(R)/AG(M)°) 

(e(G) est le signe associe a G dans |K2| ). et 

k{G) = |/m(Hi(M,TenGrfer) ^Hi(M,Te))|. 

Pour tout sous-groupe de Levi M de G, on note 

n^ = |(NorG(M)/M)(Q)|. 

Soit V un quasi-caractere de Ag'(M)'^. On note njemp(G(M), i/) (resp. nrfjsc(G(M), i^)) 
I'ensemble des elements vr de ntemp(G(M)) (resp. nrfisc(G(M))) tels que la restriction a 
Ag'(]R)'' du caractere central de tt est v. On note C^(G(M), I'ensemble des fonctions 
/oo : G(]R) — > C a support compact modulo Ag(IR)° et telles que, pour tout 
{z,g) G Ag(M)0 X G(IR), f^{zg) = v-\z)f^{g). On dit que G C7-(G(M), z."!) est 
cuspidale stable si /oo est Kqo -finie a droite et a gauche et si la fonction 

Iltemp{Gm,y) ^ C,7r ^ rr(7r(/oo)) 
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est nulle en dehors de ndj5c(G(M)) et constante sur les L-paquets de Ildisc{G{M),i'). 

Soit foe e C^{G{R), u-^). Pour tout L-paquet H de nrfisc(G(M), u), on note rr(n(/oo)) = 

rr(7r(/oo)) et 0n = Yl ®7r- Pour tout sous-groupe de Levi M cuspidal de G, on 
ttgii Tren 

definit une fonction S^m{-, foo) = S^'£j{., foo) sur M(M) par la formule 

5^m(7,/oo) = (-if "'(^-/^«)fe(M)fc(G)-^U(M^)-i^$M(7"\en)Tr(n(/oo)), 

n 

oil n parcourt I'ensemble des L-paquets de Ildisc{G{U.),i') et = CentM(7)- On a 
bien sur S^m{i, foo) = si 7 n'est pas semi-simple elliptique. Si M n'est pas cuspidal, 
on pose S^^.j = 0. 

Soit / : G(A) — > C. On suppose que / = /°°/oo, avec /°° G C^{G{Af)) et foo G 
C^(G(M), z^^^). Pour tons sous-groupe de Levi M de G, on note 

ST^if) = (na)-V(M) J;50^(/S)5$m(7,/oo), 

7 

ou 7 parcourt I'ensemble des classes de conjugaison stables dans M(Q) qui sont semi- 
simples et elliptiques dans M(]R), et est le terme constant de /°° en un sous-groupe 
parabolique de G de sous-groupe de Levi M. On pose 

ST^{f) = J2ST^Af), 

M 

OU M parcourt I'ensemble des classes de conjugaison (sous G(Q)) de sous-groupes de 
Levi de G. 

On note la distribution de la formule des traces invariante d'Arthur. Soit £ un 
ensemble de representants des classes d'equivalence de triplets endoscopiques elliptiques 
de G. Pour tout (H,s,7yo) £ on fixe un prolongement rj de rjQ en un L-morphisme 
■'^H — > ^G, et on note 

.(G,H) =r(G)r(H)-i|A(H,s,r/o)|-^ 
Kottwitz a montre le theoreme suivant dans [K13j (theoreme 5.1) : 

Theoreme 6.4.1 Soit f = f°° foo comme ci-dessus. On suppose que foo est cuspidale 
stable et que, pour tout (H, 5,770), un transfert de f existe. Alors : 

T''{f)= E ^(G,H)5r^(/H). 

(H,s,7yo)G£- 

Calculous k{G) pour G un groupe unitaire. 

Lemme 6.4.2 Soient pi, . . . ,pr, qi, ■ ■ ■ , Qr G N tels que pi > qi et pi + qi > 1 pour 
1 < i < r ; on note Ui = pi + qi, n = ni + ■ ■ ■ + rir et G = G(U(pi, gi) x • • • x U{pr, qr))- 
Alors 

k{G) = 2"-"-i 
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si tous les Ui sont pairs, et 

k{G) = 2"-'' 

sinon. 

En particulier, k{RE /QGm) = ^(GU(1)) = 1. 

Demonstration. On note r(oo) = Gal(C/M). On a defini dans 14.11 un tore ellip- 
tique maximal Tg de G et un isomorphisme Tg — > G(U(1)'^). La dualite de Tate- 
Nakayama induit un isomorphisme entre le dual de /m(H^(R, Tg n Oder) — > H^(M,Te)) 
et /m(7ro(Te^°°^) — > 7ro(Te/Z(G)^(°°))) (cf [K4] 7.9). De plus, on a une suite exacte 

X,(T,/Z(G))r(-) 7ro(Z(G)r(°°)) vro(Tr(-)) 7ro((Te/Z(G))r(°°)) 

(cf [K4] 2.3), et X^(Te/Z(G))r(°°) = car Tg est elliptique, done 

MG) = |7ro(Tr(-))||vro(Z(G)rM|-i. 

De plus, T^(°°) = T^^i(^/® et Z(G)r(-) = z(G)G'^i(^/Q), et on a deja calcule ces 
groupes dans le lemme [3.1.2( i). La conclusion resulte de ce calcul. 

□ 

Remarque 6.4.3 On remarque en particulier que /c(G)r(G) = 2"~^. 

7 Stabilisation de la formule des points fixes 

Pour simplifier les notations, on supposera dans cette section que le groupe G est 
G\J{p, q) ; mais tous les resultats se generalisent trivialement aux groupes G(U(pi, gi) x 

• • • X U(j)r,qr)). 

7.1 Quelques simplifications 

On commence par reecrire la formule des points fixes en utilisant la proposition 14.4. ll 
On utilise les notations des sections [D (en particulier II. 7p , [2] et [H On fixe p,q tels 
que p > q, et on note G = G\J{p, q) et n = p + q. Soit ip : Wm. — > G un parametre 
de Langlands elliptique correspondant a V* , oil V est une representation algebrique 
irreductible de Gc (comme dans la proposition 14.4. Soit K un corps de nombres tel 
que V soit definie sur K. On note 

e = {-ly^^^se^. 

On fixe g £ G{Af), K,K' C G(Aj), j G N*, un nombre premier p assez grand et une 
place X de K comme dans 11.51 On a une correspondance cohomologique 

Uj : {^^TgYlC^V — > t[iC^V. 
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Proposition 7.1.1 Pour tout s G {0, . . . , g}, on pose 

Tr, = (-l)^(n^J-ix(L5) Yl E <7o;7,S)0,,i\^^^^))0,,,iQf) 

oil 5 = {1, 2, . . . , s} et ou on convient que Gq = = P0 = G et = {1}. Alors, si 
j est assez grand : 

<? 

Tr{uj,RT{M^{G,X)^,{IC^V)w)) = J^TV,. 

s=0 

De pius, si g = 1 et K = K' , alors la formule ci-dessus est vraie pour tout j G N*. 

Demonstration. Soit m G Z le poids de V (comme representation de G, cf ll.3p . Pour 
tout r G {1, . . . , q}, on pose tr = r[r — n). D'apres la proposition 11.4.31 on a un isomor- 
phisme canonique 

IC^V ~ ]^>*i+i'-,>i9+iy; 

On note 

TV = TT{uj,Rr{M^{G, {IC^V)w)). 
Si j est assez grand, le theoreme 11.7.11 donne 

Tr = Trc + ^ Trp, 
P 

oil la somme est sur I'ensemble des sous-groupes paraboliques standard de G. On pose 
TVq = Ttq et, pour tout s G {1, . . . , g}, 

Tr; = Yl Trp^, . 

S'c{l,...,s} 

On veut montrer que Tr'^ = Tr^. La formule pour Ttq resulte du fait que, pour tout 
element semi-simple 70 de G(Q) qui est elliptique dans G(M), on a 

Tr(7o,y) = G(7o-') = ^g(7o"Se). 

Soit s G {l,...,q}; on note S = {l,...,s}. Soit S' C S tel que s G S' . Alors, 
a conjugaison par L5/(Q) pres, le seul sous-groupe de Levi cuspidal de L^/ est Lg = 
{RE/qGrnT- Done 

TVp„ = (-lf-(^-«/^-.')(n^f)-V(L5) \Dtl' ilL)\'/' Y 

7l6Ls(Q) (7o;7>5)eCG^,j 
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ou 

-^^5'(7L7o) = T^r{jL70,R^{Lie(Ns'),V)ytr+m,r(^S')- 

Comme 70 est dans Gs(Q), on a 
Done : 

TV; = x(L5) Yl E c(7o;7,5)0^,^((/°°'P)mJO^,(1l,(^^)) 

s'cs 

S'Bb 

On fait agir le groupe sur M5 comme dans 14.41 (c'est-a-dire que &s agit sur L5 = 
{RE/QGrmT par permutation des facteurs, et agit trivialement sur Gs). Alors 

c(7o;7,<5)07.7((/°''^)MjO^JlL,(z,))5p{,'Q^)(7o)T05(</'fO 

est invariant par Taction de ©g. Soit 7m S Ms(Q) semi-simple et elliptique dans M5(]R). 
On ecrit 'Jm = 7l705 avec 7^ G L5(Q) et 70 G G5(Q). On remarque que, pour tout S' C S 

tel que s G S' , on a dim(ALg, /^Ls) = dim( AMg,/A Mg) et -Dm^' (7m) = -DLf(7L)- Si 
7m verifie la condition du (ii) de la proposition 14.4. H alors on a d'apres cette proposition 

E E (-l)'''"^^^^/^^-^(-&)-^l<r(7')r/^4l!(M)(7')i5'(7') 

S'3s 

7'ees.7M 

car la fonction <I>^^(.,G) est invariante par S^, et n^j^ = 2^*5! = 2*|Ss|. Pour finir 
la preuve de la proposition, il suffit de montrer que, si j est assez grand, pour tous 

7L e L5(Q) et (7o;7,<5) G Cq.j tels que O^JlL,(z,))rO5(0f 0O^^^((/-'P)ms) / 0, 
I'element 7l7o de Ms(Q) verifie la condition du (ii) de la proposition 14.4. fl 

On note S I'ensemble des (7l,7o) G Ms{Q) = {E^Y x Gs{Q) tels qu'il existe {^,6) G 
G,(Ap X G,(L) tels que (7o;7,5) G Cg^j et O^JlL,(^^))TO5(0f 0O^^7((/°°'^)m,,) / 
0. D'apres la remarque 11.7.51 la fonction 7m ' — * ((/°^'^)ms) sur M5(Ap est a 
support compact modulo conjugaison. Done il existe Ci,C2 G M+* tels que, pour tout 
(7L = (-^1, • • • , As),7o) G S, on ait 

|c(7o)|a^, > Ci 
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sup \Xr\1p > C2. 
l<r<s f 

D'autre part, si (7^ = (Ai, . . . , As), 70) G S, on a IA^Iq^ = 1 pour 1 < r < s (car 
7l G L5'(Zp)), et il existe 6 G Gs{L) tel que TOs{(l)^") 7^ et N5 soit conjugue a 70 
dans Gs(Qp), ce qui implique que 

|c(7o)|q, = |c(<^)|l=/>P^', 

car d = j ou 2j selon que p est decompose ou inerte dans E. (Si TOsif/)^") 0) alors 5 
est (T-conjugue a un element 6' de G(C'l);UGs (^i"^)G(C'j;,), done |c((5)|l = |c(5')|l =p'^-) 
Finalement, si (7^ = (Ai, . . . , As),7o) G S, on a 

|c(7o)|oo sup |A,.|^ = |c(7o)|qV(7o)Iap sup {Xrl^p < p'^C^^C^^. 

l<r<s f l<r<s f 

Done, si j est assez grand pour que p^CiC2 > 1, alors tous les elements de E verifient la 
condition du (ii) de la proposition 14.4.11 

Enfin, supposons que g = 1 et K = K'. Alors le theoreme 1 1 . 7 . 1 1 est vrai pour tout j £ 
N*. De plus, d'apres la remarque ll.7.51 le support de la fonction 74/ 1 — > O^a/ ((/°°'^)ms) 
est contenu dans I'ensemble des conjugues d'une union finie de sous-groupes compacts 
de M5(Aj), done on peut prendre Ci = C2 = 1 dans les inegalites ci-dessus, et tout 
j G N* verifie p>CiC2>l. 

□ 

7.2 Stabilisation de la partie elliptique (rappel d'un resultat de [K9]) 

Dans |K9] . Kottwitz a stabilise la partie elliptique de la formule des points fixes (c'est- 
a-dire, avec les notations utilisees ici, le terme Ttq). Nous allons rappeler son resultat, 
et appliquer sa methode aux termes Tr^, s G {1, . . . , g}, dans le prochain paragraphe. 

Pour tout n = (ni, 712) G tel que n = ni + n2 et n2 soit pair, on note (H„, Sn, %,n) 
le triplet endoscopique elliptique de G associe ani,n2 comme dans la proposition 13. 1.1 1 
Si n est impair, on pose 

= {(^^i)'^2) £ N^|n = rii + 722 et 77-2 est pair}. 

Si 77 est pair, on pose 

£g = {{ni,n2) G N^|77 = 771 + 772, 772 est pair et 771 > 772}. 

Alors, d'apres la proposition 13. l.lj I'ensemble {{Un, Sn,'>]o,n),Il S £g} est un systeme de 
representants des classes d'equivalence de groupes endoscopiques elliptiques de G. Pour 
tout 77 G £g, on fixe un L-morphisme r]n '■ — > ^G qui prolonge 7/o,n (dans cette 
section, on forme les L-groupes en utilisant Wq). 



82 



Theoreme 7.2.1 f lK^ 7.2) On a 

oil la somme interieure est sur un systeme de representants des classes de conjugaison 
stables semi-simples de H^(Q) qui sont elliptiques dans H„(M). 

II faut expliquer les notations. Si (H, s, r/o) est un triplet endoscopique elliptique de 
G, on note comme dans 16.41 

.(G,H) =r(G)r(H)-i|A(H,s,r/o)|-^ 

Soit n G Eg ; on note (H, s, r/o) = (H„, s„, r]nfl) et r] = rjn- La fonction /h est une 
fonction de Cr(H(A)) de la forme /^'^/hTp/^oo, avec /^"^ E C-(H(Ap), /h,p S 
C-(H(Qp)) et /h,oo e C|°(H(M)). 

La premiere fonction f^'^ est simplement un transfert de f°°'P £ C^(G(Aj)). 

On ecrit 'n\fiy,WQ ~ r/' : H xi Wq^ — > G x Wq^ un L-morphisme non ramifie 

etceRHWQ^,Z{H)). Soitxle quasi-caractere sur H(Qp) correspondant a c. On prend 
fu,p = x/hp' °^ /hp fonction de 'H(H(Qp), H(Zp)) obtenue par changement de 

base tordu a partir de (f>^ en utilisant rj' comme prolongement de r/o. 

On utilise les notations de la section HI Pour tout parametre de Langlands elliptique 
fH ■ Wm. — > H XI Wk, on pose 

7ren(^H) 

On note B le sous-groupe de Borel standard de Gc (c'est-a-dire le groupe des matrices 
triangulaires superieures). II determine comme dans 14.3) un sous-ensemble C et 
une bijection $^(92) — > $7*, (fn ' — ^ ^*{^h)- On prend 

fu,oo=<^^G,s>{-lr^''^ detMvH))U^, 

oh hg est le cocaractere de Gc determine par la donnee de Shimura comme dans 12.31 
En utilisant la formule de 12.31 pour fiG, on trouve 

< fiG,S>= (_l)™»^(0-P-'^i). 

Remarque 7.2.2 Dans le theoreme 7.2 de |K9) . la deuxieme somme est sur les classes 
de conjugaison semi-simples elliptiques (G, Hn,)-regulieres. Mais la proposition 14.3.41 im- 
plique que ^(^^^(/h^.oo) = si 7// S H„(M) n'est pas (G, H„)-regulier. 

Remarque 7.2.3 Pour tout n E £g, on note 
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et 

Alors la formule du theoreme 17.2.11 pour Ttq se reecrit : 
^ 4G,H„)r(H„)^50^,(/^fJe(/(oo))vol(AG(M)°\/(oo)(M))-i<I>H,(7-\eHj 

7.3 Stabilisation des autres termes 

Soit s G {1, . . . , g}. On note 5 = {1, . . . , s} et M = M5. Comme = GU(p— s, g— s), 
on a comme dans 17.2) un ensemble qui parametre les classes d'equivalence de triplets 
endoscopiques elliptiques de G^. 

Soit m = (mi, 7712) G N^. On pose 

£g{1IL) = {11= "-2) S <5g|"-1 > "T-l et 77-2 > m2}. 

Si m-i est pair et mi > m2, on pose 

^g(I21) = {h = "^2)1(^^2, «i) e "^G, > "T-i et n2 > m2}. 

Sinon, on pose £^{rn) = 0. Four tout n = (ni,n2) S "fcd^i)' ^ triplet endosco- 
pique associe a (n2, rei) par la proposition l3.1.1l et on note encore ce triplet (H„, Sn, ??o,n)- 
On a done = H(„2^„^), s„ = -S(^ri2,ni) et r/o,n = %,(n2,ni) ; on note % = ??(„2,ni) (qui 
a ete fixe dans I7.2p . 

On remarque que, si (mi,m2) G £^Gs et (ni,?i2) G i^Gdu), alors 712 — m2 est pair car 
7i2 et m2 sont pairs, et ni — mi est pair car {ni — mi) + (722 — = 2s ; de meme, si 
(711,77,2) G £'ci{rn), alors ni — mi et 712 — m2 sont pairs. 

Soit m = (1711,1712) G Sgs- Soit n G £g{ir) U ^cilBi) ! °^ ^^^^^ *i — "^"2"^^ et S2 = 
. Comme M5 = Lg x Gg avec L5 ~ (-R_E/Q*Sm)*, on a une maniere evidente 
d'associer a (Hm, Sm, %,m) un triplet endoscopique elliptique (Mm,^„, Sm,n, ??o,M,m) de 
M5 : M^,„ = L5 X H^^ 

Srn,n = ((1, ■ ^. , 1, -1, . ■ . , -1 ) , Sr») G (C^)^'^ X G, = £5 X G, = M^, 

2si /ois 2s2 fois 

ilo,M,rn = id X 7?o,m. H cst clair que A(Mm,n, s^,™, r?o,M,»n) = A(Hm, Sm' %,22i) 6* on 
a, d'apres le lemme [3.1.2| r(Mm^„) = r(Hm) et t(Gs) = r(M5), done i(Gs,Hm) = 
t(M5, Mm^n)- D'autre part, comme /xq est egal au compose de /xg^ et de I'inclusion 
Gs C G, on voit facilement que : 

II existe un unique Levi cuspidal standard de H„ qui est isomorphe a M^.n, et on 
identifiera Mm,,n a ce Levi. On a = G(U*(77i) x U*(r72)), et, avec les notations de 
12. 2t Mm_„ = H„ n (M5^ X M52), oil Si = {l,...,Si} pour i = 1,2. Done r]n induit 
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un L-morphisme r?M,n : ^^rn,n — > prolongeant r]Q^M,rn, uniquement determine a 

conjugaison par M5 pres. On reniarque aussi Que 1' identification de IVE^^^ a un sous- 
groupe de Levi de donne une decomposition L5 = Lg^ xL^j, avec Lg^ ~ {Re /Q^mY^ 
et ^ {RE/QGjnY''- 

Pour tout n G i^g, on a defini dans 17.21 une fonction /h„ = f^ffu„,pfUn,oo = 
/h„/h„,oo sur H„(A) et un caractere virtuel 0h„ sur H„(M). 

On utilise les notations de la section [6l 

Theoreme 7.3.1 Pour tout s S {1, . . . , g}, 

E E ^(G,Hosri;-j/Hj. 

CoroUaire 7.3.2 Si j est assez grand, alors 

Tviuj,RT{M'^{G,X);,IC'^V^)) = .(G, H„)5r^^(/Hj. 

De pius, si g = 1 et K = K' , alors cette formule est vraie pour tout j G N*. 

Demonstration. On suppose d'abord que G est quasi-deploye. Montrons que, pour tout 
n = (ni, n2) G £g et tout sous-groupe de Levi standard cuspidal M.h de Hn,, il existe un 
unique s E {1, . . . ,q} et un unique m S tels que, soit n G Sg{ir) et M/^ = Mm,n, 
soit nf = (n2,ni) G <?g(^^) -'^■f^ ~ Mm,,n'- 

Soit n = (ni, 71.2) G Sg ] on note (?i et §2 les parties entiere de ni et n2. Soit M.h le sous- 
groupe de Levi standard cuspidal de H„ associe a si G {1, . . . , gi} et S2 G {1, . . . , 52} ; 
on note s = si + S2, S = {1, . . . , s}, mi = ni — 2si, m2 = n2 — 2s2 et m = (mi, 7712). 
Le seul sous-groupe de Levi cuspidal standard de G qui pent avoir M.h comme groupe 
endoscopique elliptique est M5 (car les parties lineaires de M.h et Mg doivent etre 
isomorphes). Si ni est impair, alors m := (mi,m2) G £gs et (ni,n2) G £g{ir)- On ne 
pent pas avoir (n2, ni) G S'i^^iin), car £'(^{rn) = 0. Supposons que ni est pair. Si mi > m2, 
alors m G Sg^^ ("'1;"'2) £ ^GilR) et M// = M^.n ; de plus, si n' = (n2,ni) G £'Q{rn)j 
alors ni = n2 et mi > m2 (car £'(^{m) = si mi = m2), done si 7^ S2, et on ne pent pas 
avoir M.h = Mm,ri'- Si mi < m2, alors m' = (m2,mi) G £gs^ Hl = in2,ni) G <?g(— ) 
M.H = Mm',n' ; on voit comme avant que, si n = (721,712) G ScilR'), alors M/f ne pent 
pas etre egal a Mm,/^„. 

Ceci finit la preuve du corollaire dans le cas 011 G est quasi-deploye. Dans le cas 
general, il suffit de montrer le fait suivant : Soit n G £g, soit M// un sous-groupe de 
Levi cuspidal standard de H„. On note M* le sous-groupe de Levi cuspidal standard 
de G* = GU*(n) associe a M// comme ci-dessus. Si M* ne se transfere pas a G, alors 

5r,^|(/Hj = o. 

On ecrit M* = (R^; ^QGmY x GU*(m), avec m + 2s = n, et on note q' la partie entiere 
de m/2. II est clair que M* se transfere a G si et seulement si s + q' < q. II n'est pas 
difficile de voir que se transfere a Gr si STj^- (/h„) / (c'est un cas particulier du 
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lemme 7.4 de |K13j ). Or se transfere a Gr si et seulement si s + q' < q, c'est-a-dire 
si et seulement si M* se transfere a G. 

□ 

Demonstration du theoreme. Soient m G Sq,^ et n £ <?g(i21) U note 
) = (H, s, r]o) et (M^,n ) = (M//, Sm, %,m)- 

Comme (/h'^)mh ^st un transfert de Ms' a M^f de (/°°'^)m5 (lemme [7.3.4p . on voit 
grace a la remarque 11.7.51 qu'il existe un sous-ensemble compact C de L5'(Ay), tel que, 
pour tout 7/j G Hm(Ap, la fonction 7^;, i — > 5'0^^^^ ((/^'^)mh) soit a support dans C 
(on utilise le fait que le transfert ne fait rien sur la partie lineaire L5 et que est un 
groupe abelien). 

Soit G Mh(Q) tel que SO^„{{f^)M.„)S^mHi^H, /h,oo) / ; on ecrit = iLlh, 
avec 7l = (Ai,...,As) G L5(Q) ~ {E^Y et 7/1 G Hm,(Q). On applique la proposition 
15.3.11 a la composante en p de 7//, et on utilise les notations de cette proposition. On 
remarque d'abord que, d'apres la preuve de la proposition 15. 3. H on a, pour tout i G 
{l,...,s}, |AiA,|pG{l,p-2^p-4'^}. 

Supposons que Ton est dans le cas (A), c'est-a-dire qu'il existe uj G (uniquement 
determine) tel que uj{'^h) G L5'(Zp)Hm,(Q). Alors |AjAj|p G {l,p~^''} pour tout i G 
{l,...,s}. 

Supposons que Ton est dans le cas (B), et soit a la racine reelle de Th dans H telle 
que a|H^ = c et 0(7^) G Zp . Toujours d'apres la preuve de la proposition l5.3.1t il existe 
i G {1, . . . , s} tel que |AiAj|p = p~'^'^. 

On note S I'ensemble des 7l = (Ai, . . . , A^) G ^s{Q) = {E^Y tels que : 

• 7l, vu comme element de lis{A^j), est dans le compact C ; 

• pour tout r G {1, . . . ,s}, |AiAi|p e_{l,p~'^'^,p~'^'^} ; 

• il existe r G {1, . . . , s} tel que |AjAj|p = p~'^'^. 

On voit facilement que S est un sous-ensemble fini stable par 

Ls{Q) (en utilisant 

lefaitqueO^ est fini) . Si 7^ = 7L7h e Mh{Q) est tel que SO^^{{f^)MjS<^^J^Hjn, 
et qu'il n'existe aucun element oj G $7^^^ tel que u>{-fH) £ L5'(Zp)Hm(Q), alors on a 

Comme = 2* et que SOju{{f^)M.H)S^MH^^H^ ^ f^^'^^ change pas si Ton 

remplace 7^ par u}{'^h), ^ G Q.^'^" , on en deduit que ST^j^{fn) est egal au produit de 
('^M«)"^^(M//) et de 

E E 50,,,,((/|f)M,)5<,((7L7h)-\/H,oo) 

+ E -^o ((/h)m,)S<^((7l7/.)-\/h,oo) , 

Oil parcourt I'ensemble des classes de conjugaison stable dans Hm(Q) qui sont semi- 
simples et elliptiques dans Hm,(IR)- 
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On considere Paction suivante du groupe symetrique &s sur M^.n (resp. Mg) : 
agit trivialement sur la partie hermitienne (resp. G^), et il agit sur la partie lineaire 
{REQ'GrmY par permutation des coordonnees. Alors la deuxieme action identifie &s a 
un sous-groupe de (NorG(M5)/M5)(Q) (mais, en general, Taction de &s sur Mm_„ ne 
se fait pas par des elements de (NorH„(Mm,n)/Mm,n)(Q))- On remarque de plus que 
S est stable par Taction de S^. D'apres la proposition 17.3.31 pour tous 7/1 G Hm,(Q) 
semi-simple elliptique et 71, G I^siQ), ^(^^^^.^((/h )mh)'S'^'mh((^^^'»)~^' /h,oo) est nul 
si 7/i n'apparait pas dans G5(Q), et egal si 7/^ apparait dans Gs(Q) au produit de 

et d'un terme qui ne depend pas de n et ne change pas si on remplace 7^7/1 par T{'^i^h), 
T & &s. En utilisant la deuxieme egalite du lemme [7.3.61 ci-dessous. on voit que, pour 
tout 7/1 E Hm_(Q) semi-simple elliptique, 

7L eS neSc {rn)U£'^ (m) 



Done 



nggr; (m)U£f^ (m) n&£n('m)U£^ (m) 



E E SO,,,,{{fSjM^JS^^lJ{jLlhr\fn^,oo), 
ih 7ieLs(Zp)nLs(Q) 



oil, dans la deuxieme somme, jh parcourt un ensemble de representants des classes de 
conjugaison stable dans Hm(Q) qui sont semi-simples et elliptiques dans Hm(M). En 
utilisant la premiere egalite du lemme 17.3.61 et la deuxieme for mule de la proposition 
17.3.31 on trouve 

J] .(G,H^)5r^-j/Hj 

n&£a, {rn)L\£'f^ (m) 

■yh (7,5)7i6Ls(Q) 

ou 7/i parcourt un ensemble de representants des classes de conjugaison stable de Hm(Q) 
qui sont semi-simples elliptiques dans Hm(K) et apparaissent dans Gc,(Q), 70 est un 
element de G<j(Q) provenant de et (7, 5) parcourt un ensemble de representants 
des classes d'equivalence d'elements de Gs(Ap x Gs{L) tels que (70; 7, 5) verifie les 
conditions (C) de ll. 61 

On en deduit, en utilisant le lemme 9.7 de [K7j . que 
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= {-inng,r'x{i^s)r{Gs) 0^.(1ls(z,))EEE <"(^o;^''^)''^> 

7LeLs(Q) 70 K (7,5) 

e(7,5)0^,^(/^f)42Q,)(7o)TO5(</.fO^Ms((7L7o)-\eG)vol(AG.W 

On utilise ici les notations et les definitions de 11.61 La deuxieme somme est sur un 
ensemble de representants des classes de conjugaison stables 70 dans Gs(Q) qui sont 
semi-simples et elliptiques dans Gs(M). La troisieme somme est sur k £ M{Iq/Q) {Iq est 
comme avant le centralisateur de 70 dans G^). La quatrieme somme est sur un ensemble 
de representants des classes d'equivalence de couples (7, 5) tels que (70; 7,'^) verifie les 
conditions (C) de 11.61 (011 (7, 5) et {^',6') sont equivalents si 5 et 5' sont a-conjugues 
dans Gs{L) et 7 et 7' sont conjugues dans G(Aj)). Pour un tel couple (7,5), on note 

e(7,<5)= n 

V place de Q 

Oil e{I{v)) est le signe defini dans [K2j. Enfin, I'accouplement < ., . > est I'accouplement 
evident j^(/o/Q)^ x i^(/o/Q) — > C^. 

En appliquant le raisonnement de [K9j §4, on voit que la quadruple somme ci-dessus 
est egale a 

{-iy{n%)-\{\.s) E E c(7o;7,5)0,JlL,(^^))0,,,(/^f) 

7lGLs(Q) (7o;7,5)gCg,j 

(cette egalite est I'analogue de la formule (4.2) de [KOJ). Comme la derniere somme est 
precisement la formule pour Tr^ donnee par la proposition !?. 1 . ll ceci finit la demonstration 
du theoreme. 

□ 

On fixe m G £q,^ et n dans SGink) U £g{hi)^ et on note (H,s,ryo) = (H„, s„, ?7o,n) et 
) = (Mff, SAf, %,m)- On utilise les notations introduites au debut de 
ce paragraphe (comme par exemple Si et ^2). 

Proposition 7.3.3 Soit G Mi:/(Q) ; on ecrit = 7L7?t, avec 72, € L5((Q) = 
Lsi(Q) X L52(Q) et 7/i G Hm,(Q)- On definit le nombre rationnel SrJciH) comme dans la 
proposition\5,3Ji (ou il est note s{'Jh))- On suppose que SO^jj{{fg)MH)S^M„i'yH, /h,oo) 7^ 
0. Alors est semi-simple, elliptique dans M.h{^), (M5, M.H)-regulier et apparait dans 
Ms(Q), il existedi G l^s{L) tel quejL = N6l, Sniln) G et SO.,„{{f^)M.H)S^m„ilH, /h,oo) 
est egal a 
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(7,5) 

T05,5((</.f)Ms)$Ms((7L7o)"\eG)vol(AG.(M)0\/(oo)(M))-\ 

oil 7o G Gs(Q) est la partie hermitienne d'un element de M.s{Q) provenant de 
(done 7o provient de 7/1 j et {^,6) parcourt un ensemble de representants des classes 
d 'equivalence d'elements de Gs(Ap x Gs{L) tels que (70; 7, (5) veriRe les conditions (C) 
deUM 

Si de plus 7L G i^sC^p), alors 5'0^^((/|f )mh)'S'^Mh(^^' /h,oo) est egal a 

(7,<5) 

07JlL,(z,))45Q,)(7o)m(</.f=)$Ms((7L7o)-\eG)vol(AG.(M)^I(oo)(M))-\ 
oil (7,(5) parcourt le meme ensemble d'indices. 

Demonstration. Soit jh = 7l7/i G M/f(Q). On note /a/ (00) (resp. /(oo)) une forme 
interieure sur M de CentMff(7H) (resp. CentH„(7/i)) qui est anisotrope modulo Am^ 
(resp. Ah™,)- Alors Im (oo) = L5 x /(oo), done, d'apres le lemmeEU 

t;(/M(oo)) = x(L5)e(/(oo)) vo1(Ag.(M)0 \ /(oo)(M))-^ 

Done 

5<h(7/^,/h,oo) = (-l)'i''"(^-s/^«)fc(MH)A;(H)-ix(L5) 

e(/(oo))vol(AG.(M)°\/(oo)(M))-i<^(7^\eH) 

(on utilise le fait que Ag — Ah et Am^ — Amjj)- On remarque que 'yn est semi- 
simple (resp. elliptique dans Mf/(M), resp. (M5, M/f )-regulier) si seulement si 7/1 est 
semi-simple (resp. elliptique dans Hm,(M), resp. (G^, Hm,)-i'egulier), et que jh apparait 
dans M5(Q) si et seulement si 7/1 apparait dans Gs(Q). 

On suppose que SO^^{f^^ ^)S^^,^^{'yJf^ ,@u„) 7^ 0. Alors est semi-simple, ellip- 
tique dans M/f (M) et apparait dans M5(Qt,) pour toute place v de Q. En appliquant le 
raisonnement de [K9] p 188 a 7^, on voit que 7// apparait dans M5(Q) (en fait, c'est 
encore plus simple ici, car les tores maximaux elliptiques de Mg et M.h sont definis 
et isomorphes sur Q, done il suffit que soit elliptique dans M//(M) pour qu'il ap- 
paraisse dans M5'(Q)). On note 70 un element semi-simple de Gs(Q) qui est elliptique 
dans Gs(M) et provient de 7/1. Alors, d'apres la proposition 14.3.41 : 

< flG,S> Aoo,,,„,„(7/i,7o)^Ms((7L7o)"\0G) = ^Mff(7lf\0H), 

et 'jH est (M5, Mj:i-)-regulier (cf la remarque I4.3.5p . En particulier, I{oo) est une forme 
interieure sur M du centralisateur de 70 dans Gg (cf |K7j 3.1). 
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Soit 

= ur'Tro ^ '^f ^ W(Ms(L),M5(Ol)). 
vo\{\js\yL)) 

On note V'lV'i ^ "^(Mj^ (Qp), Mj^ (Zp)) les fonctions obtenues a partir de (/>' et ((/>^)m5 
par "changement de base tordu" comme dans l7.2l en utilisant ryM,n comme prolongement 
de ?7m,o- Soit 7p E Gs(Qp) provenant de 7/,, (un tel 7p existe car Gs est quasi-deploye 
sur Qp). D'apres la proposition 15 .3. II et le lemme fondamental tordu de l6.3l on a (cf |K9] 
(7.2)) 

507^((/h,p)mh) = (-l)^^+^-(^«)50^,(Vi) 

= (_1)^2+.^(7h) ^ < a(7,.7p,5i),5M > Ap,,^,_j7H,7L7p)e(/M(l5))rO5,((0f )m,), 

Oil (5i parcourt un ensemble de representants des classes de cr-conjugaison dans Ms'(L) 
telles que la norme Nb\ soit stablement conjuguee a 7L7p et Im{p) est le u-centralisateur 
de 61 dans M.s{L). Un tel 5i existe seulement s'il existe 6l G I'siL) tel que 7^ = N5l, 
et le lemme 17.3.51 ci-dessous implique que 6l est uniquement determine par 7/, a a- 
conjugaison pres. De plus, pour tout 6 G Gs(-L), il est clair d'apres la definition de la 
composante en p de I'invariant a (cf |K9j p 167) qu'on a a(7L7p, (^l(5) = a(7p,(5), la 
normalisation des facteurs de transfert qu'on a choisie implique que Ap^^^j-^(7/f,7i7p) = 
^p,vm nilhylp), et on a e{lM{p)) = ^{I{p))i oil /(p) est le u-centralisateur de 5 dans 
Gs(L). Done SO^fj{{f-H.,p)M.H) est egal a 

(_l).2+s,(7H) ^ < a(7p,<5),,M > Ap,,„,j7,,7p)e(/(p))rO5,5((0f )mJ, 
5 

oh 6 parcourt un ensemble de representants des classes de cr-conjugaison dans Gs{L) 
telles que N6 soit conjugue a 7p dans Gs(Qp). 

Si 7l G L5(Zp), alors, en appliquant la derniere egalite de la proposition 15.3.11 (et en 
utilisant le fait que TOs^sicI)') = TOs{(l)f'') pour tons 5l G Ls(C'l) et 5 G Gs(L)), on 
trouve que 50^^ ((/h,p)mh) est egal a 

i-^y'^pliij^p)Y.< «(7p,5),^M > Ap,^,,_j7^,,7p)e(/(p))rOa(</-f =)0^J1l,(z,)), 
s 

ou 6 parcourt le meme ensemble d'indices que ci-dessus. 

Enfin, d'apres le lemme 17.3.41 ci-dessous, la fonction (/^ '^)mj^ est un transfert de 
(/°°'P)ms si on utilise r]M,n- La proposition resulte comme dans [K9j (7.5) des calculs 
ci-dessus, du fait que < hg, s >< fJ-Gsi >= {—^Y^ et de I'observation que les facteurs 
de transferts en dehors de p et 00 et les signes associes aux centralisateurs ne changent 
pas si on remplace les elements de M5(Aj) et M//(Aj) par leurs parties hermitiennes. 

□ 
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Lemme 7.3.4 ( jKlSI lemme 7.6) Le terme constant de f^'^ le long de Mh est un 
transfert de (/°°'^)ms (pour le L-morphisnae r]M,n et les facteurs de transfert nornaalises 
coninie dans \6.2]) . 

Demonstration. Soit v ^ p,oo une place de Q. On note = {fH„)v H s'agit de montrer 
que {gv)MH 6st un transfert de {fv)Msi c'est-a-dire que, pour tout G M//(Qt,) semi- 
simple, on a 

SO^„{{g„)MH) = ^^v,r^M,SlH,l)e{M.s^^)0^{{f^)Ms). 

7 

Oil la somme est sur les classes de conjugaison stables dans M5(Qi,). D'apres le lemme 
2. 4. A de |LS2| . on peut supposer que est regulier dans H. On peut meme supposer 
que toutes les images de '-^h dans M5'(Q^) sont regulieres dans G (car I'ensemble des 
verifiant cette propriete est dense) ; dans ce cas, tous les signes e(M5'^-y) dans I'egalite 
a prouver sont triviaux. D'apres la formule de descente ([A3] corollaire 8.3), on a, pour 
tout G Mj7(Qt,) qui est regulier dans H, 

0,„{[g.)M„) = \D'i,^{.lH)\"^0,M 

et, pour tout 7 G M5(Q-u) qui est regulier dans G, 

0^{{h)Ms) = \D%{i)\"^0,{h). 

Soit 7h G M/f(Q^) regulier dans H. Comme 'M.h,'~^„ = 'H-'yu comme le morphisme 
H1(Q„,Mh) — > Hi(Q„,H) est injectif, la fleche evidente Ker(Hi(Q^, Mj^,^^) — > 
H1(Q„,Mh)) — > Ker(Hi(Q^,H^^) — > Hi(Q^,H)) est une bijection. Autrement dit, 
I'ensemble des classes de conjugaison dans la classe de conjugaison stable de '^h dans 
Mj:f(Q„) est en bijection avec I'ensemble des classes de conjugaison dans la classe de 
conjugaison stable de 7// dans H(Qt,). On deduit de ceci et de la formule de descente 
que 

SO,,{{g,)Mu) = \D^.i„{lHt'^SO,M. 

Le lemme en resulte. 

□ 

Lemme 7.3.5 On note G = {Re /QGimY , avec s G N. Alors la norme N : 6 E G{L) 1 — > 
5a{5) . . . a^^^{5) induit une injection 

{classes de a-conjugaison dans G(L)} ^ G(Qp). 

Lemme 7.3.6 Soit s e {1, . . . ,q} ; on note S = {I, . . . , s}. Soit m G Sc^. Alors 

T(M^,^)4G,H„)(n^^_^)-iA;(M^,„)fc(H„)-i = 2-^(n^ V(G,). 

nS^G (zZ1)'-'£q (m) 
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Si 7l = (Ai,... ,Xs) G Ls(Q) — {E^Y est tel que jg^valp{\XiXi\p) G Z pour tout i G 
{1, . . . , s} et ^valp{\XiXi\p) est impair pour au moins un i ^ {1, . . . , s} (ou valp est la 
valuation p-adique) , alors 

E E (-l)^"^"^^^(G, H„)(nS- J-i^(M„,„)fc(H„)-^ = 

(<3s agit sur {E^Y par permutation des coordonnees). 
Demonstration. Soit m = (mi, 7712) G Sgs- On voit facilement que 

D' apiGS \db r6iiiairqii6 m.4.31 6t la definition de //(G,H|2), on a 

r(H„)A;(M^,„) = r(M™,„)A;(M^,„) = 2"-2^-i 

r(G,)-ii(G,H„)A;(H„)-i = 2i-"|A(H„, r/o,™)!"^ 
(car t{Gs) = t(G) et T(Hm,) = T(Mm,,n))- De plus, d'apres la proposition 13. on 



A(H„, Sn, %,n) 

On considere I'application 



{1} si ni ^ n2 
{±1} sinon 



u : 



£g{ir) U £'f.{m) — > {{a,b) £N'^\a + b = s} 

(ni,n2) I — > ((ni - mi)/2, (n2 - m2)/2) 



L'application u est surjective, elle est injective sur £g{ir) et sur S'(^{rn) et, si (ni,n2) G 
(fcdli) et (n'^,n2) G <fQ(lZl), on a 

n(ni,n2) = u{ni,n'2) ni = 712 = n'^ = n2(= ?t-/2). 

Soient n = (ni,n2) G <?g (iZl) U <5q (m) et (a, 6) = u(ni,n2). D'apres les egalites ci-dessus. 



on a 



-i^^T\/r XT ^-ii,^Tv/r A-i _ / (^'^0 si ni / n2 



r(G,)-V(M^,„).(G,H„)(nM^^^)-^fc(M™,„)A;(H„ 
La premiere egalite du lemme resulte alors de I'identite 



(a,6)eN2,a+b=s 

Soient 

/ = {i G {1, . . . , s}| a/p(|AiAj|p) est impair } 
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et r = |/|. Pour tous 7^ = (A'^,... ,X'g) £ Ls(Q) et n = (711,712) G <i^G(22l) U(fQ(m), on 
a Sn(7L) ~ (— ou (a, 6) = M(ni,n2) Montrons la deuxieme egalite. II suffit 
de montrer que 

La somme ci-dessus est egale au produit de r\{s — r)!2~^* et de 
et cette derniere somme est egale a 

^ (-1)^ 1 _ 2'-'' {-i f _ 

^ k\{r-ky. ^ {b - k)l{s -b-r + k)\~{s-r)l^ kl{r - k)\ ~ ^' 
k — b — k k — 



□ 



Lemme 7.4 Soit s G {1, . . . , g}. On note = {1, . . . , s}. Alois 
(oil Al^ est le sous-tore deploye maximal de L5, c'est-a-dire G^)- 



x(L5)=vol(Ais(IR)°\Le^™^^-l 



Demonstration. En utilisant |GKMj 7.10 et le fait que Lg/A^g est anisotrope sur R, 
on trouve 

x{Ls) = (-l)^(^«)T(Ls)vol(Ai,(M)0\L5(M))-^d(L5). 

Comme Lg est un tore, on a q(Ls) = et ^(Lg) = 1. De plus, d'apres le lemme [3.1.2^ 
t{Ls) = 1. 

□ 



8 Applications 

Cette section utilise de maniere essentielle les resultats du texte |K13j de Kottwitz. 

8.1 Composantes isotypiques de la cohomologie d'intersection 

On utilise les notations de la section [71 En particulier, G = GU(p, g), n = p + q, V 
est une representation algebrique irreductible de G definie sur un corps de nombres K 
et A est une place de K au-dessus de i. 
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On note TIk = '^(G(Aj),K), et on definit un objet Wx du groupe de Grothendieck 
des representations de Tix x Gal(Q/F) dans un i^A-espace vectoriel de dimension finie 
par 

Wx = Y.{-im{M''{G,XY^JC''V^)]. 

Soit L : Kx — > C un plongement. On a la decomposition isotypique de i.*(Wx) en tant 
que WK-module, 

''*{Wx) = Y,i,iWx){TTf)0 7:f, 

ouTTf parcourt I'ensemble des classes d'equivalence de representations admissibles irreductibles 
de G{Af) telles que tt-^ 7^ et 011 les L*{Wx){Tr f) sont des representations de Gal(Q/F) 
dans des C-espaces vectoriels de dimension finie. Comme il n'existe qu'un nombre fini de 
TTf telles que i*{Wx){Ti'f) / 0, on pent supposer quitte a remplacer Kx par une extension 
finie dans C qu'il existe des representations Wx{iTf) de Gal(Q/F) dans des i^^-espaces 
vectoriels de dimension finie telles que i-*{Wx{TTf)) = i*(Wx){TTf). On obtient 

Notation 8.1.1 Soient H un groupe algebrique reductif connexe sur Q et ^ un quasi- 
caractere sur A//(M)^. On note n(H(A),^) I'ensemble des classes d'isomorphismes de 
representations admissibles irreductibles de H(A) sur lesquelles Ajj(M)° agit par ^. Pour 
tout TT G n(H(A),,^), on note radisci'^) multiplicite avec laquelle vr apparait comme 
facteur direct dans L2(H(Q) \ H(A),0 (cf [M], §2). 

Soit le quasi-caractere par lequel le groupe Ag(IR)'^ agit sur la contragrediente de 

V. 

On fixe un ensemble de representants des classes d'equivalence de donnees endosco- 
piques elliptiques (H, s, 770) de G. Pour tout (H, s, 770) dans cet ensemble de representants, 
on fixe un L-morphisme rj : — > qui prolonge r/o comme dans la proposition l3.2.2l 
On note Eg, I'ensemble des triplets (H, s, rf) obtenus ainsi, et on note <Sq I'ensemble des 
(H, s, r/) dans Eg tels que H ne soit pas une forme interieure de G. Pour tous ni, . . . , re^ E 
N*, on definit de meme des ensembles <5h et 011 H = G(U*(ni) x • • • x U*(nr)). 

On note Tg I'ensemble des suites (ei, . . . ,er.) de longueur variable r G N*, avec ei = 
(Hi,si,77i) e £^ et, pour tout z e {2, . . . , r}, = (Hi,Si,r/i) e 

Soit e = (ei, . . . ,6^.) G J^g- On ecrit = (Hj,Sj,r/i) et Hq = G. On note £(e) = r, 
He = H^, ??e = ??i o • • • o : -^He — > et 

6(e) = .(G, Hi)6(Hi, H2) . . . .(H,_i, H,). 

Pour tout ensemble fini S de nombres premiers, on note A5 = Qp et A? = Y[ 'Qp i 

pes' p^s 

si TTj = (^'TTp est une representation irreductible admissible de G(Aj), on note ir'g = 

vTp et tt'^ = 'tt'p ; enfin, si G est non ramifie en dehors de S, on note K'^ = 

pes p^s 
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n G(Zp). Si G C^°°(G(Af)) et fs G C^°°(G(A5)), on definit des fonctions {f^f € 
C-(He(Af)) et G C-(He(A5)) par 

(/^)^ = (...((/^)Hi)H2...)H. 

(/^)5 = (...((/5)"^)^^... 
On definit des fonctions {f-)oo, (/e)oo sur He(M) par 

(/e)oo = (...(/Hi,oo)^^.. 

Les fonctions /oo et /hi,oo sont celles de la section [71 Comme foo et /hi,oo sont cuspidales 
stables, les fonctions (/-)oo et (/e)oo sont aussi cuspidales stables. 
Soit k £ {1, . . . ,r}. On considere le morphisme 

Oil j est I'inclusion evidente, r/oo est induit par r]k et p est le dual de I'inclusion Afl-j,_^ — > 
tlk-i- Le morphisme ipk est le parametre de Langlands d'un quasi-caractere sur Ah^_-^{^), 
et on note Xk la restriction a A//j._^ (M)" de ce quasi-caractere. Comme Ah^ = ... = 
A/fj = Ag (car (H^, s/o %,o) est une donnee endoscopique elliptique de ilk~i pour tout 
G {1, . . . ,r}), on pent definir un quasi-caractere sur Aj:f^(M)'' par 

4 = ^GXl^ ■■■Xr^- 

Ce quasi-caractere verifie la propriete suivante : si ipn^ '■ — > ^'H.e,R est un parametre 
de Langlands correspondant a un L-paquet de representations de He(M) de caractere 
central ^ sur A//^(M)'^, alors rie° '■ — ^ ^Gr correspond a un L-paquet de 
representations de G(R) de caractere central sur Ag'(M)'^. (Cette construction est celle 
de [KT3] 5.5). On note He = n(He(A),4). Soit ReiV) I'ensemble des tToo G n(He(M)) 
telles qu'il existe un parametre de Langlands elliptique (pe '■ — > ^He,iR tel que r/eO^'e 
soit conjugue a 93, et un pseudo-coefficient /^.^ du L-paquet de series discretes associe 
a ife, tels que vroo(/(^^) / 0. (Comme dans I7.ll 99 : Wr — > ^G est un parametre de 
Langlands elliptique qui correspond a la representation algebrique irreductible V de G.) 

On suppose que (Hi,si,r/io) est le triplet endoscopique elliptique de G defini par 
(n^,n^) G comme dans la proposition 13.1.11 (done n = + n~ et n~ est pair). On 
ecrit 

He = G(U*(n+) X • • • X U*(n+) x U*(n^) x • • • x U*(n;)), 

ou 1' identification est choisie telle que 7/2 o • • • o f?r envoie \J*{n'^) x • • • x \J*[nt) (resp. 

U*(?7,^) X • • • X \J*{nj)) dans U*(n+) (resp. U*(n^)). 

Si pf , . . . ,Pi , . . . ,pj G N sont tels que 1 < pf < nf et 1 < p^ < nj pour tous 
i G {1, . . . , r} et j G {1, . . . , s}, on note 

= f'p+,...,p+,p-,...,p7 = ^^'pt ' • • • ' /^p+ '/^pr ' • • • ' ■ ~^ ^^'^ 
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(cf 12. 3. II pour la definition de /ip), et 

Soit Me I'ensemble des cocaracteres u + + - - verifiant P = P^" + • • • + + P7 + 
• • • + Pour tout n € Me, on a une representation de ^He^F, definie dans lS.l.Tl 
Pour toute TTe = TTej vTe^oo £ He et tout /i G Mg, on note 

Ce(^e,/x) = mrfi,e(vre)Tr(7re,/((/o-)°°))[Tr(7re,oo((/^)oo)) - (-1)'^'^^ TV(^e,oo((/e)oo))], 

Oil /o = vo1(K)^-'^1k. On a evidemment Ce(7re, /u) = si 7re,oo ReiV)- 
On note IIg = n(G(Aj), ^g) et, pour tout vr = vrj tToo G Hg, on note 

cg{tt) = mdisci-n-) Tr(7r(lK/oo)) = rndisc{T^) dim(7rj ) Tr(7roo(/oo))- 

OnacG('?r) = si Tr(7roo(/oo)) = 0. Rappelons qu'on a un cocaractere '■ Gm,E — > Ge 
provenant de la donnee de Shimura (cf I2.3p . d'oii une representation de ^Ge- 

Soient ttj = vTp une representation ireductible admissible de G(Aj) telle que ttj 7^ 

p 

et e G Alors on note i?e(vrj) I'ensemble des classes d'equivalence de representations 

irreductibles admissibles vTej = (^Tre,p de He(Aj) telles que, pour presque tout nombre 

p 

premier p ou vrj et VTej sont non ramifiees, le morphisme r/e : ^He — > ''"G envoie un 
parametre de Langlands de TTe,p sur un parametre de Langlands de iTp. 

Soit p un nombre premier. On a fixe des plongements F C Q C Qp, qui determinent 
une place p de F au-dessus de p et un morphisme Gal(Qp/Fp) — > Gal(Q/F). On 
note $p G Gal(Qp/-Fp) un relevement du Frobenius geometrique, et on utilise la meme 
notation pour son image dans Gal(Q/-F). Si H est un groupe reductif non ramifie sur 
Qp et TTp est une representation non ramifiee de H(Qp), on note ip-n-^ : Wq^ — > un 
parametre de Langlands de vTp. 

Theoreme 8.1.2 Soit ttj une representation irreductible admissible de G{Af) telle que 
VTj 7^ 0. Alors, pour presque tout nombre premier p, et pour tout m G Z, on a 

7rooen(G(M)). 

+(Arp)-P'^/2 ^ (-l)^(^).(e) E Ce(^e,oo^vre,/,A^)TV(r_^ov,.,,^(c^™)). 

Remarque 8.1.3 On a un theoreme similaire si G est un groupe G(U(pi,gi) x • • • x 
\J{pr,qr)) (cf I'introduction de la section [71). 
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Demonstration. II suffit de prouver I'egalite du theoreme pour m assez grand (ou la 
signification de "assez grand" pent dependre dep). 

Notons R' I'ensemble des classes d'isomorphisme de representations irreductibles ad- 
missibles ttj de G{Af) telles que vr^ 9^ ttj, que (tt^)^ / 0, et que Wx{7r'j) / ou qu'il 
existe tToo € n(G(R)) avec tToo vr^ G IIg et cg{tToo vr^) 7^ 0. Alors R' est fini, done il 
existe une fonction h dans Hk = '^(G(Aj),K) telle que Tr(7rj(/i)) = 1 et Tr{7r'j{h)) = 
pour toute tt'j £ R' . 

Soit T un ensemble fini de nombre premiers tel que toutes les representations de R' 
soient non ramifiees en dehors de T, que G soit non ramifie en dehors de T, que K = 
avec Kt C G{At) et que h = /itIr^ ^'^^^ £ '^(G(Ar), Kt). Alors, pour toute 
fonction 5^ de ?^(G(AJ), K^), on a Tr(7r/(/iTC/'^)) = Tr(7r^(c/^)) et TV(7r;}(/iT5^)) = si 

Pour tout e G soit i?g I'ensemble des classes d'equivalence de representations 
irreductibles admissibles pf de He(Aj) telles que pf ^ i?e(^/) et qu'il existe fi G Me et 
Poo £ n(He(M)) avec poo Pf & et cJyPoo ® Pfy^J') 7^ 0. Comme est fini et que 
R'^ est fini pour tout e G J"g, il existe G W(G(Aj),K^) telle que Tr(7r^(5r^)) = 1 et, 
pour tous e G ^g et pf ^ R'^, si est la fonction sur He (A J) obtenue par changement 
de base a partir de en utilisant le morphisme r/e, on ait Tr(p-^(A;-^)) = 0. 

Soit S* D T un ensemble fini de nombres premiers tel que g"^ = gs-x^K^, avec gs-T 
une fonction sur G{As-t)- On pose 

r = hrg^. 

Soit p ^ S un nombre premier assez grand pour que le corollaire 17.3.21 s'applique. Alors 
yoo _ /°°'P1q|-^ done on a, pour e G J^g^ des fonctions [f^y'°° et (/-)°° associees 
a et /°° comme ci-dessus. De plus, quitte a agrandir S*, on pent supposer que 

Tr(7rej((/^)°°)) = Tr(7rej(/f )°°) pour toute vTej G i?e(vr/) telle qu'il existe TTe.oo £ ^e(^) 
et /X G Me verifiant Ce(vre,oo (X" VTej, /u) 7^ 0. 

Soit m G N*. On considere les fonctions suivantes : 

j{m) ^ /P,oo^M;^ e Cr(G(Ap)C7r(G(Qp))C7°^(G(M)) 

et 

^ (^p,oo)H^M^^^^ ^ Ce-(H(Ap)Ce-(H(Qp))C-(H(M)) 

pour tout (H,s,?7) G <?G; oia : 

• est un transfert de a H ; 

• /^""^ G ?^(G(Qp),G(Zp)) est la fonct ion obtenue par changement de base a partir 
de la fonction (j)^ de 11.61 : 

• /S ^ W(H(Qp),H(Zp)) est la fonction obtenue par changement de base tordu a 
partir de 0^. 

Alors le corollaire 17.3.21 dit que, pour m assez grand, 

Tr(cl>-/,W^,)= ^(G,H)5T^(/(j™)). 

(H,s,r))e£-G 
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En utilisant le theoreme 16.4.11 et le fait que est simplement le transfert de si 
H = G* (la forme quasi-deployee de G), on trouve : 

Oil, pour tout e = ((Hi, si, ryi), . . . , (H,., Sr,r]r)) £ Fc, on a note He = H^, 
avec 

(/f))p = (...(/S)^^...)^'-. 

D'apres les calculs de de |A7j p 267-268, on a 



rG(^M)^ ^ m,,,e(p)Tr(p(/(-))) 



pen, 



G 



TH,^fe,im)-^ ^ ^ m,,,,(p)TV(p(/^'(™))) 

r^K/f ^) = E "^d..c(/3)Tr(p(/f ))). 

Soient e = ((Hi, si, ryi), . . . , (Hr,Sr,??r)) G J^g et p = /9P'°° Pp ® Poo = Pf Poo £ Ilg. 
On a 

Tr(p(/^.M)) = Tr(/'-((/T'°°)TV(pp(/^'M)p)TV(poo((/^)oo)). 
Comme (/-'^™'^)p G 'H(Hr(Qp), Hr(Zp)), on voit que la trace ci-dessus s'annule si p est 

ramifiee en p. De meme, TY{p{f^^)) = si p est ramifiee en p. Supposons que p est non 
ramifiee en p, et notons ^pp^ : Wq^ — > ^Hj-^q^ un morphisme admissible non ramifie 
associe a pp. Alors on a 

Tr(/'-((/^)P.-))=Tr(p/((/^)-)) 

(car p^''^^''^ est de dimension 1), et, en utilisant la proposition 15.2.11 et le calcul du 
transfert d'une fonction de I'algebre de Hecke dans 15. 3( on voit que 

Tr(p,((/^'(-)),)) = (Arp)-P^/2 ^ Tr(r_^ o c^,^(cl>™)). 

On trouve de meme, en utilisant cette fois le calcul du changement de base tordu dans 
[Ql : 

Tr(p(/f ))) =Tr(p^((/^)-))Tr(po,((/e)oo)(iVpr^'^/' (-l)^^^) Tr(r_^ o ($-)). 

Ate Me 
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Enfin, d'apres le choix de /, on a 

Tr(/.oo((/^)oo))TV(p^((/^)-)) = TripMe)oo))Tripfiif^r)) = 
si pf Rei-n-f). 

Un calcul similaire (mais plus simple) montre que, pour toute p = pj ^ poo £ pc, on a 
Tr(p(/('"))) = si p est ramifiee en p et, si p est non ramifiee en p et (pp^ : Wq^ — > ^Gq^ 
est un morphisme admissible non ramifie associe a pp, 

Tr(/,(/('"))) = Tr{pf) Trip^iU^Npr^'^/' Tr(r_,,, o ^,,(cl>™)). 

Le theoreme resulte immediatement de ces calculs. 

□ 



8.2 Application a la conjecture de Ramanujan-Petersson 

On garde les notation de lS-H mais on suppose cette fois que G = G(U(pi, qi) x ■ ■ ■ x 
U{pr, Qr)), avec pi,qi, . . . ,Pr, Qr G N tels que, pour tout i G {1, . . . , r}, rij := Pi + Qi > 1. 
On suppose que, pour tout i S {1, . . . , r}, si rij > 2, alors qi > 1. On note n = ni + - • ■+nr, 
T le tore diagonal de G et d = dimM^(G, X) (done d = piqi + • • • + Prqr)- 

Theoreme 8.2.1 Soit vrj une representation admissible irreductible de G(Aj) telle 
qu'iJ existe une representation irreductible tToo de G(]R) verifiant Tr(7roo(/oo)) / et 
iTT'disci'^oo TT/) ^ 0. Pour tout nombre premier tel que TTp soit non ramifiee, on note 

{z^'\{9?,- ■ ■,9^'^)) = • • , 41), • • • , (41 • • • ' 41))) e T^^KQ./Q.) 

le parametre de Langlands de TTp. On suppose que V est pure de poids au sens de 
U.3I (c'est-a-dire que Gm, plonge diagonalement dans G, agit trivialement sur V)- Alors, 
pour tout p oil TTf est non ramifiee : 

\Jp)\ _ \Jp) Ap) \Ap) Jp) I _ 1 

1^ I ~ 1^1,1 • • • ^l,ni I ~ — l^r,l ••• ^r,nr I ~ 

On suppose de plus que le plus haut poids de V est regulier. Alors, pour p assez grand, 
pour tous i e {1, . . . , r} et j e {1, . . . , rij}, \zl^j\ = 1- 

Sans hypothese sur le plus haut poids de V, mais en supposant que r = 1, si, pour 
tout e £ !Fg, pour toute 'Ke,oo ® VTej € He telle que iTej € Re{T^f) et pour tout p £ M^, 
on a Ce(vre,oo ® '^eji ^J') = 0, aiors, pour p assez grand : 

• sip est decompose dans E, alors, pour tout j G {1, . . . , ni}, log^ \zfj \ G pgcd{pi gi) ^ ' 

• si p est inerte dans E, alors, pour tout j G {1, . . . , iii], log^ |z|l G pgcd{2,pugi) '^- 

Demonstration. On fixe un sous-groupe compact ouvert net K de G(Ay) tel que tt^ ^ 
{0}. On suppose que K est assez petit pour que les resultats de 11.71 s'appliquent. 
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Le centre Z deG s'identifie de maniere evidente a G(U(1)''). Comme vrj est irreductible, 
Z{Af) agit sur I'espace de vrj par un caractere x '■ ^{^f) — ^ C^, qui est non ramifie la 
ou vTj est non ramifiee et trivial sur Kn Z(Aj). Le caractere x sst aussi trivial sur Z(Q), 
car il existe une representation tToo de G(M) telle que tToo tt/ soit un facteur direct de 
L^(G(Q)\G(A), 1) (oil 1 est le caractere trivial de Ag'(]R)'^, qui est le caractere par lequel 
Ag(M)° agit sur V"). Done x est trivial sur Z(Q)(K n Z(A/)) ; comme Z(Q)(K n Z(A/)) 
est d'indice fini dans Z{Af), x est d'ordre fini. (Comme Z(M)/Ag(M)'^ est compact, on 
en deduit en particulier que le caractere central de tToo vtj est unitaire.) 

On utilise \37\] pour identifier Z k x (C^)''. Pour tout p tel que x soit non ramifie 
en p, on note {y^'P\ {y^\ . . . , yi^^ )) G (^)Gai((Qp/Qp) parametre de Langlands de Xp- 
Comme x est d'ordre fini, on a \y^^^\ = lyj^^l = • • • = \yi^^\ = 1 pour tout p oh x est non 
ramifie. 

Le morphisme G = xGL„,(C)x- • •xGL„,,(C) — > Z = C^x(C^)^ (z, (51, . . . , 5,.)) 
{z, det((7i), . . . , det{gr)) est dual de I'inclusion Z C G. Done, pour tout p tel que vrj soit 

non ramifiee en p, on a z^^^ = y^^^ et z^^^ . . . zYl_. = yf^ pour tout i G {1, . . . , r}. Ceci 
prouve la premiere assertion du theoreme. 

Montrons la deuxieme assertion du theoreme. On suppose que le plus haut poids de 
V est regulier. Notons i?oo I'ensemble des tToo G n(G(M)) telles que tToo ttj £ et 
cg('?i"oo ® TTf) / 0. D'apres la preuve du lemme 6.2 de |A7| . toutes les representations 
TToo G n(G(M)) telles que Tr(7roo(/oo)) 7^ sont dans la serie discrete. Done i?oo est 
contenu dans le L-paquet de la serie discrete associe a la contragrediente de V. En 
particulier, la fonction tToo i — > Tr(7roo(/oo)) est constante sur Roo, done 

^ CG(vroo ® vr/) / 0. 

00 

On raisonne par recurrence sur I'ensemble des (ni, . . . , n,.) G (N*)*" tels que rei + • • • + 
rir = n, en utilisant la relation d'ordre : {n[, . . . ,n'^,) < {ni, . . . ,nr) si et seulement si 
r' > r. 

Supposons d'abord que, pour tout e G Tg, pour toute vTg.oo ® n^j G He telle que 
TTej G ReiiTf) et pour tout fi G Me, on a Ce{iTe,oo'i^'^e,f, A*) = 0. Soit p un nombre premier 
assez grand pour que le theoreme 18.1.21 s'applique. Alors on a, pour tout m G Z : 

Tr($-, WxiTTf)) = {Npr'^/' Tr(r_^^ o ^^^{<f^)) cc(7roo C3 vr^). 

7rooSn{G(E)) 

On note xi, . . . , G C les valeurs propres de $p agissant sur W\{TTf), et oi, . . . , G Z 
leurs multiplicites. Pour tout m G Z, on a 

s 
i=l 

D'apres le lemme I8.2.5| la cohomologie de IC^V est concentree en degre d. Comme 
IC^V est pur de poids (car V est pure de poids 0), on a logp |xi| = . . . log^ \xr\ = 
n{p)d/2, ou n{p) = log JNp). 
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D'autre part, d'apres le lemme [8.2.21 on a pour tout m G Z : 

JlC{l,...,ni} ,/rC{l,...,nr} i = lj£Ji 

Comme = 1, on en deduit que, pour tous Ji C {1, . . . ,ni}, . . . ,Jr C {1, . . . ,nr} 

tels que | Ji | = pi , . . . , | | = Pr '■ 

En utilisant la premiere assertion du theoreme et le lemme [8. 2. 31 on trouve logp \ zl^j\ = 0, 

done = 1, pour tous i G {1, . . . , r} et j S {1, . . . 

Supposons maintenant qu'il existe e S J^g et tTe^oo ® vrg / S He et E Me tels que 
TTej S Reij^f) et Ce(vre,oo ® vTej,//) 7^ 0. On ecrit (avec les notations de lS.ip 

He = G(U*(n;) X • • • X U* «,,))• 

On a bien sur (n'^, . . . , n',,) < (ni, . . . , n^). 

Comme Ce(vre,oo ® tt^JjH) 7^ 0, on a 'mdisc{'^e,oo ® '^ej) 7^ Oi et il existe un parametre 
de Langlands elliptique ipn '■ — > ■^He,R tel que rje o (pjj soit conjugue k (p et tel que 

Tr(7re,oo(/^H)) /O, 

ou f^jj est la fonction cuspidale stable associee a ipn definie a la fin de 17.31 D'apres 
le lemme 18.2.41 (pn est le parametre de Langlands du L-paquet de la serie discrete 
associe a une representation algebrique irreductible de He,c de plus haut poids regulier 
et de caractere central trivial. Done la representation TTej de He(Aj) verifie toutes les 
hypotheses du theoreme. 

Soit Th le tore diagonal de H. Sip est un nombre premier tel que vTe j soit non ramifiee 
en p, on note 

(Ap) ((Ap) Ap) ^ (Ap) Ap) xxn ^ ^Gal(Q^/Qp) 

\l , U^i^i, . . . ,T^i^n'J' • • • ' • • • ^^T',n'^,))> ^ 

le parametre de Langlands de 'Ke,p- D'apres la definition de Re{iTf), quitte a renumeroter 
les n^, on a 

(zip) r{P) ^ - (fiP) M fiP) M M \ 

pour presque tout p. II suffit d'appliquer I'hypothese de recurrence pour conclure. 

Montrons la troisieme assertion du theoreme. On ne fait plus d'hypothese sur le plus 
haut poids de V , mais on fait les hypotheses de I'enonce sur G et tt/. Alors IC^V est 
toujours pur de poids 0, mais sa cohomologie n'est pas forcement concentree en degre 
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d. En appliquant le raisonnement ci-dessus, on trouve pour p assez grand un systems 
d'equations 

= J C {1, . . . ,ni}, \J\=pi, 

' I (p) \ 

ou les wj sont dcs cnticrs rclatifs. Commc pi < ni si ni > 2, on cn dcduit que log^ l-^x j | — 
logp \zij,\ G Z pour tons j,j' G {1, . . . , ni}. D'autre part, on a vu que ^ log^ \zij \ = 0. 

On en deduit que, pour tout J C {1, . . . , 77,1} tel que \ J\ = qi, on a ^ log^ \zi'j \ G Z. 

Soit a G M tel que log^ 1^;^;^ | — a G Z. Alors log^ \z^j \ —a G Z pour tout j G {1, . . . , ni}, 
done pia,qia G Z. Ceei implique que pgcd(j)i,qi)a G Z. On suppose que p est inerte 
dans E. Alors I'invarianee par Gal(Qp/Qp) de {z^\ {^I'l, ■ ■ ■ j-^^i^ni)) implique que, pour 
tout i G {1, . . . , m}, logp + logp | = 0. Done 2a G Z. 

□ 



Lemme 8.2.2 On utilise les notations du theoreme ci-dessus. Soit p un nomhre premier 
oil IT f est non ramifiee. Soit m G Z. Alors 

Tv(r_,, o ^.^($-)) = (.W)- E • • • E n n (±4?)-"^t''-^^i, 

Jl Jr i=l J6 Jj 

ou ; 

(i) si F = Q, p est inerte dans E et m est impair, alors, pour tout i G {1, . . . , r}, Jj 
parcourt I'ensemble des sous-ensembles de cardinal pi de {1, . . . ,ni} tels que 

{1, . . . , rii} - Ji = {rii + l- j,j G Ji}; 

(ii) dans tous les autres cas, pour tout i G {1, ...,r}, Jj parcourt Vensemble des 
sous-ensembles de cardinal pi de {1, . . . , rij}, et tous les signes sont egaux a 1. 



Demonstration. Pour alleger les notations, on suppose que r = 1. Le eas general se 
traite exaetement de la meme maniere. On commence par determiner la representation 
r_jUQ de ^G^. Comme r-^ug est la eontragrediente de r^^, il suffit de ealeuler r^^^. On 
rappelle qu'on a note T le tore diagonal de G, et qu'on a T = x (C^)"i C G = 
X GL„^(C). Le eoearaetere no de T correspond au earaetere suivant de T : 



pi 



(A, (Ai)i<i<„J I — > A Aj. 



pi pi 
Done I'espaee de r^^ est = A ^"'^ ' ou GL„j (C) agit par /\ de la representation 
standard, et agit par le earaetere z 1 — > z. On note (ei,...,e„j) la base eano- 
nique de C"!. Alors la famille (e^^ A ••• A ej^ )i<i^<...<ip est une base de V^. II 
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resulte facilement de la definition de r^^ (cf le lemme IS.l.ip que We agit triviale- 
ment sur V"^ et que, si F = Q (done ni est pair et pi = ni/2), alors un element de 
Wq — We envoie Cj^ A • • • A Cj^^ , ou 1 < ii < • • • < ip-^ < ni, sur zte^j A • • • A ej^_^ , 
avec 1 < ji < ■■■ < jp^ < ni et {ni + 1 - ji, . . . , m + 1 - jp J = {1, . . . , ni} - 
{ii, . . . , ip^}. Par definition du parametre de Langlands, on pent supposer que ^wpi^p) = 
(((^(p))[i^P-Qp], ((^(p))[i^p:Qp]^ . . . ^ (^W)[Fp:Qp]))^ rappelle que $p est un relevement 

dans Gal(Qp/-Fp) du Frobenius geometrique) . Si F = E, p est decompose dans £" ou m 
est pair, alors I'image de dans Wq est un element de We, done <I>^ agit trivialement 
sur (si p est decompose dans E, ceci vient du fait que I'image de Wq^ dans Wq est 
incluse dans We)- Si F = Q et p est inerte dans E, alors Gal(Fp/Qp) Gal(£'/Q), et 
I'image de dans Gal(£'p/Qp) engendre Gal{Ep/Qp), done <I>™ We pour tout m G Z 
impair. La formule du lemme se deduit de ceci et de la description explicite de r^^. 

□ 

Lemme 8.2.3 (i) Solent n G N* et p G N tels que 1 < p < max{l,n — 1). Alors 11 
exlste Ji, . . . , J„ C {1, . . . , n} tels que | Ji| = • • • = | J„| = p et que la seule solution 
du systeme llnealre 

^ = 0, l<i<n, 

solt la solution nuUe. 

(11) Solent r G N*, ni, . . . ,nr > 2 et pi, . . . ,pr G N tels que 1 < Pi < n, — 1 pour 
1 < i < r. Pour tout i G {l,...,r}, on cholslt des sous-ensembles Ji,i, ■ ■ ■ , Ji^m 
de {1, . . . , Ui} de cardinal pi verlflant la proprlete de (1). Alors la seule solution du 
systeme llnealre 

E E = 0' 

est la solution nuUe. 

Demonstration. Montrons (i). On raisonne par recurrence sur n. Si n = 1, le resultat 
est evident. Solent done n > 2 et p G {1, . . . , n — 1}. On traite d'abord le cas p < n — 2. 
Alors, d'apres I'hypothese de recurrence, il existe J2, ■ ■ ■ , Jn C {2, . . . , n} de cardinal p 
tels que la seule solution du systeme lineaire (d'inconnues X2, ■ ■ ■ , X„) 

E = 0> 2 < i < n, 

soit la solution nulle. On prend Ji = {1, 2, . . . ,p}. II est clair que Ji, . . . , conviennent. 
Supposons que p = n — 1. On pose, pour tout i G {!,... ,n}, Ji = {1, . . . ,n} — {i}. 



1 < i < r, 

{ki, . . . , /cr) G {1, . . . ,ni} X • • • X {1, . . . ,n^}. 
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Pour montrer que Ji, . . . , J„ conviennent, il suffit de montrer que det(^ — /„) 7^ 0, ou 
A G M„(Z) est la matrice dont tous les coefficients sont egaux a 1. Or il est clair que le 
noyau de A est de dimension n — 1 et que n est une valeur propre de A, done A n'a pas 
de valeur propre A {0,n}. En particulier, det(^ — /„) / 0. 

Montrons (ii). On raisonne par recurrence sur r. Le cas r = 1 est evident, done on 
suppose que r > 2, et on note (S) le systeme de I'enonce. Pour 2 < i < r, on fixe 
ki G {1, . . . , rii}. Alors, d'apres le cas r = 1, le systeme (S') : 

r 

^ ^ Xij=0, ki G {!,..., m}, 

a une unique solution en (Xi^i, . . . , Xi_„J, qui est la solution evidente 

1 

i=2 j&Ji,k, 

711 

Done le systeme (S') et I'equation Yl Xij = impliquent : 

r 

Xi^i = ■■■ = = X] Xij = 0. 

On conclut en appliquant I'liypothese de recurrence au systeme analogue a (S), mais 
avec 2 < i < r. 

□ 

Soit G = G(U*(ni) x • • • x lJ*{nr)). On a G = x GL„,(C) x • • • x GL„^(C), avec 
Paction de Wq donnee dans 13.1] On note T le tore maximal elliptique de G defini dans 
I4.H et ug G G(C) I'element defini dans l4.H qui est tel que Uq Tuq soit le tore diagonal de 
G. Soit B D T le sous-groupe de Borel de Gc image par Int(MG) du groupe des matrices 
triangulaires superieures (on identifie Gc a Gm,c x GL„^^c x • • • x GL„,,, (C) comme dans 
[XTD . On identifie Tc a G^,c x G^^^ x • • • x G^^'^ et T a x (C^ x • • • x (C^)'^- 
comme dans 14. Il 

Soit V une representation algebrique irreductible de Gc- Soit a = (a, {0'i,j)i<i<r,i<j<ni) £ 
X* (T) le plus haut poids de V relativement a B ; la notation signifie que a est le caractere 

r rii 

{z, izi,j)i<i<r,i<j<n,) ' — ^ n n \f ■ 

i=lj=l 

On a a, ajj G Z et a^^i > aj_2 > • • • > CLi,ni pour tout i G {1, . . . , r}. 

Soit (H, s, rjo) le triplet endoscopique elliptique de G associe a ((rij^, ), . . . , (n^, n^T)) 
comme dans la proposition I3.1.1[ On a H = G(U*(n||^) x U*(n^) x ••• x U*(n+) x 
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U*(n^ )), et on definit un tore maximal elliptique Th de H et un sous-groupe de Borel 
B/f D Th de He de la meme maniere que T et B. Soit 

n = {u; = {uji, . . . ,u;r) G ©m x ••• x ®nrl'^^>'^i|{i,. ..,«+} 6* ^i\{n++i,...,ni} so"^* croissants}. 
Pour tout uj & Q, on note 

Alors fl/^^ est le plus haut poids par rapport a {Th, B//) d'une representation algebrique 
irreductible de He, que Ton note Vh,oj- H est clair que a^uj ^st regulier si a est regulier. 
On note (pH,u} un parametre de Langlands du L-paquet de la serie discrete de H(M) 
associe a Vh,oj- 

Lemme 8.2.4 Solent ip : Wm. — > ^Gr un parametre de Langlands du L-paquet de la 
serie discrete de G(M) associe aV et r] : ^Hk — > ^Gr un prolongement de rjQ qui verifie 
les conditions en la place infinie de la proposition \3.2.2[ On rappelle qu'on a note ^h{v) 
Vensemhle des classes d'equivalence de parametres ipn '■ — > ^H tels que t] o ipjj et 
ip soient equivalents. 

Alors ^h{p>) = WH,iu,^ G De plus, pour tout lo £ Q, les representations V et 
Vh,lu ont le meme poids au sens de \1.3\ 

Demonstration. Quitte a remplacer ip : W^. — > ^Gk par un parametre equivalent, on 

a 

(^(t) = ((1, ($„,,..., cD„J),r) 

et, pour tout z G C^, 

v{z) = {{z'^z'^+',{B,{z),...,Br{z))),z), 

ou 

r rii 

i=i j=i 

B,{z) = diagiz^^^^'^z^-"^'^ , z^+^^'^z^^-"^'^,. . . , z^+^^'^^z^ — "^-''O- 

(On rappelle que Wr = Wc U Wct, avec Wc = C^, = — 1 et, pour tout z G C^, 
TZT^^ = z.) 

II est clair d'apres les proprietes de r] qu'il existe des sous-ensembles , <Z {\, . . . , nj}, 
pour 1 < i < r, tels que n J-~ = 0, \J^\ = nf , |Jj~| = et que, si on ecrit 
Jt = • • • Ji,n+} et J^~ = {ki,i, . . . , k. -} avec < ■ ■ ■ < j. + et h^i < ■ ■ ■< k , 
alors ifH est, a equivalence pres, donne par les formules suivantes : 

y,H(r) = ((l,(<I>„+,$„-,...,<i>„+,$„-)),r) 

et, pour tout z £ C^, 

^h{z) = {{z-^+',{B+{z),B^{z),...,B+{z),B;{z))),z), 
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avec 

I _|_ _|_ I l — ni~ I n"'"— 1 I 

"i -1 , + ^-"i + "i I + 3-n+ + _^+a+ , a+ . 

Bf{z) = diag{z^^^''^'^z~ ''^.i , • • • , -2 ''"'^ "•"^), 

ou a^^ = ajj. ^ + s — ji^s, et avec B^{z) defini de maniere similaire (en remplagant les 

+ par des — et les ji^s par les Soit i G {1, . . . , r}. Pour tous s G {1, . . . , — 1} et 
t G {1, . . . , — 1}, on a 



= - + {ji,s+i - ji,s - 1) 



— a 



i,s+l 



done afg > afgj^i et a-^> j+i, et les inegalites sont strictes si a est regulier. Comme 
de plus 

i,s i.t 

est egal a S, ipn est le parametre de Langlands du L-paquet de la serie discrete de 
H(R) associe a la representation algebrique irreductible Vh de He de plus haut poids 
:= (a, {af-^^, . . . , +, a~^, . . . ,a~ _)i<j<r)- De plus, le poids de V (resp. Vh) au sens 

de ll.3l est clairement egal k 2a + S (resp. 2a + Sh), et ceci prouve la derniere assertion. 

□ 



Lemme 8.2.5 Si le plus haut poids de V est regulier, alors, pour tout sous-groupe 
ouvert compact K de G(Aj), la cohomologie du complexe IC^V est concentree en degre 
d. 

Demonstration. D'apres la conjecture de Zucker (prouvee par Looijenga |Loj . Looijenga- 
Rapoport |LoRj et Saper-Stern [SS]). la cohomologie d'intersection de M^(G, A')*(C) a 
coefficients dans J-^V est isomorphe a la cohomologie de M^(G, X){C) a coefficients 
dans J-^V. D'apres le theoreme 4.5 de [BCj , le H"? de cette cohomologie est isomorphe 
(en tant que representation de C^(K\ G(Aj)/K)) a 

Oil la somme est sur les classes d'isomorphisme de representations admissibles irreductibles 
de G(A), = Lie(G(M)) et K'^ = KooAg(M)0, avec Koo un sous-groupe compact maxi- 
mal de G(M). D'apres la preuve du lemme 6.2 de [A 7] . si tt^o est une representation 
irreductible admissible de G(M) telle que H*(g, K'^^; tToo ^ 1^) 7^ 0, alors tToo est dans la 
serie discrete de G(M) (ceci est le seul point qui utilise le fait que le plus haut poids de 
V est regulier). D'apres le theoreme II. 5. 3 de |BWj , si tToo est dans la serie discrete de 
G(M), alors H'?(0, K'^^; tToo 0V) = pour tout q ^ d. 

□ 
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9 Utilisation de la formule des traces tordue 



9.1 Rappels sur les groupes non connexes 

On rappelle ici quelques definitions de la section 1 de |A5j . 

Soit G un groupe reductif (non necessairement connexe) sur un corps K. On fixe une 
composante connexe G de G, et on suppose que G engendre G et que G{K) / 0. On 
note G'' la composante connexe de G qui contient 1. 

On considere le polynome 

det((t + 1) - Ad(<7), Lie(GO)) = ^1)^(5)^^ 

k>0 

sur G{K). On note r le plus petit entier k tel que D/^ ne soit pas identiquement nul 
sur G{K), et on I'appelle rang de G. On dit qu'un element g de G{K) est regulier si 
Dr{g) / 0. 

Un sous-groupe parabolique de G est le normalisateur dans G d'un sous-groupe pa- 
rabolique de G". Un sous- ensemble parabolique de G est un sous-ensemble non vide 
de G qui est intersection de G avec un sous-groupe parabolique de G. Si P est un 
sous-ensemble parabolique de G, on note P le sous-groupe de G engendre par P et 
po = P n GO (et alors P = Nor5(pO) et P = P n G). 

Soit P un sous-ensemble parabolique de G. Le radical unipotent Np de P est par 
definition le radical unipotent de P'^. Une composante de Levi M de P est un sous- 
ensemble de P de la forme Mn G, oii M est le normalisateur dans G d'une composante 
de Levi M*^ de P'^. Si M est une composante de Levi de P, alors P = MNp. 

Un sous-ensemble de Levi de G est une composante de Levi d'un sous-ensemble para- 
bolique de G. Soit M un sous-ensemble de Levi de G. On note M le sous-groupe de G 
engendre par M, M'^ = G'' n M, Am le sous-tore maximal deploye du centralisateur de 
M dans M° (on & Am C A^/o), X*(M) le groupe des caracteres de M qui sont definis 
sur K, aM = Hom(X*(M),M) et 

nf, = |NorGO(Q)(M)/MO(Q)|. 

On fixe un sous-groupe parabolique minimal Pq de G'', et un sous-groupe de Levi Mq 
de Pq. On note Aq = Amq et Oq = aMo- Si P est un sous-ensemble parabolique de G 
tel que P'' D Pq, il a une unique composante de Levi M telle que M'^ D Mq ; on note 
Mp = M. On note $(Amp,P) I'ensemble des racines de Amp dans Lie(Np). 

On note I'ensemble des isomorphismes lineaires de ao induits par des elements de 
G{K) qui normalisent Aq, et Wq = . Le groupe Wq agit simplement transitivement 
sur (a droite et a gauche). 

Dans la suite, on s'interessera au cas oii G = G'^x < ^ > et G = G'^ xi 6, ou G'' un 
groupe reductif connexe sur K et 6 est un automorphisme d'ordre fini de G''. 

Dans cette situation, on dira souvent qu'un element g G G^{K) est 0-semi-simple (resp. 
0-regulier, resp. fortement 0-regulier) si g9 G G{K) est semi-simple (resp. regulier, resp. 
fortement regulier) dans G. (On dit qu'un element 7 de G{K) est fortement regulier 
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si son centralisateur est un tore.) On notera Gq^^.^^ I'ouvert des element 0-reguliers de 
G°. On dira que 51,32 £ G^{K) sont 6'-conjugues si gi9,g20 G G{K) sont conjugues par 
un element de G{K). Si g G G^{K), on notera Cent(^o{g6) le centralisateur dans G*^ de 
g9 G G{K), et on I'appelera ^-centralisateur de g' ; on notera aussi la composante 
connexe de 1 dans Cent(^o{g6). Enfin, on dit qu'un element g G G^{K) est 6-elliptique 
si Aqo = Ag. 

On suppose qu'il existe un sous-groupe parabolique minimal ^-stable Pq de Go et 
un sous-groupe de Levi ^-stable Mq de Pq. On dit qu'un sous-ensemble parabolique 
P de G est standard si P D PqX < ^ >, et qu'un sous-ensemble de Levi M de G 
est standard s'il existe un sous-ensemble parabolique standard tel que M = Mp. Alors 
la fleche Pi — > P° est une bijection de I'ensemble des sous-ensembles paraboliques 
standard de G dans I'ensemble des sous-groupes paraboliques standard 0-stables de G*^. 
Si P est un sous-ensemble parabolique standard deG, onaP = P'^xi < 6 >, P = P^9, 
Mp = M^x < 9 > et Mp = M%9. On voit facilement que le centralisateur de Mp 
dans Mp est Z(Mp)^ ; done est le sous-tore deploye maximal de Z(Mp)^. 

Exemple 9.1.1 Soient H un groupe reductif connexe quasi-deploye sur K et E/K 
une extension galoisienne cyclique. On note G*^ = Re/k^e, 9 I'isomorphisme de G*^ 
induit par un generateur de Gal{E/K), G = G°xi <9>etG = G^><i9. Soient 
un sous-groupe de Borel de H et Th un sous-groupe de Levi de Bj^. Alors B*^ := 
Re/k^h,e est un sous-groupe de Borel ^-stable de G'', et T" := Re/k^h,e est un 
tore maximal ^-stable de G*^. Les sous-ensembles paraboliques standard de G sont en 
bijection avec les sous-groupes paraboliques standard 0-stables de G'', done avec les 
sous-groupes paraboliques standard de H. Si P correspond a Vh, on a P^ = P" n H, 
P° = Re/k'Ph,k et Amp = Amp^. 

Dans ce cas, si K est un corps local ou global, on associe a H une donnee endoscopique 
(H^?^,s,0 pour (GO, 0,1) au sens de [KSj 2.1. Si r = [E : K], on a 6° ~ H^ avec 
9{xi, . . . , Xr) = {x2, • • • , Xr, xi). Le plongement diagonal H — > G^ est Wi^'-equivariant, 
done se prolonge de maniere evidente en un L-morphisme ^ : Tl := — > ^G*^. 
Finalement, on prend s = 1. 



On se place dans la situation de I'exemple ci-dessus. Dans [La2j 2.4, Labesse definit 
la norme AA7 d'un element 0-semi-simple 7 de G^{K) (et montre son existence) ; AA7 
est une classe de conjugaison stable de H(K) qui ne depend que de la classe de 9- 
conjugaison stable de 7, et tout element de AA7 est conjugue dans il{K) a A7 := 
70(7) . . . 9^^--^^-\j) e G^{K) = U{E). 

Si M est un sous-ensemble de Levi de G, on note, pour tout 7 G M0(M) 0-semi-simple, 

Dfjij) = det(l - Ad(7) o 0,Lie(G°)/Lie(M°)). 

Si M est un sous-ensemble de Levi standard de G (ou, plus generalement, un sous- 
ensemble de Levi de G tel que 9 G M), on note M^ = (M°)^ = M° n H ; c'est un 
sous-groupe de Levi de H. 
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Lemme 9.1.2 Soit M un sous-ensemble de Levi standard de G. Alors, pour tout 7 G 
NL^{K) 9 -semi-simple : 



On suppose maintenant que K = M et E = C On va rappeler des resultats de Clozel 
et Delorme sur les representations temperees 0-stables de G'^(M). 

Rappelons qu'une representation admissible vr de G'^(M) est dite ^-stable si vr ~ vr o ^. 
II existe alors un operateur d'entrelacement : vr — > ttoO. On dit que est normalise 
si = 1 ; si vr est irreductible, un tel operateur existe toujours grace au theoreme de 
Schur. La donnee d'un operateur d'entrelacement normalise pour vr equivaut a celle d'un 
prolongement de tt a G(IR). 

Enfin, si ^ est un quasi-caractere de Ag(]R)'^, on note C^(G'^(IR), ^) I'ensemble des 
fonctions / G C°^(G°(M)) telles que f{zg) = i{z)f{g) pour tout {z,g) E Ag(M)OxG°(M) 
et qui sont a support compact modulo Ag(M)'^. 

Le theoreme suivant a ete prouve par Clozel (cf [CUj 4.1, 5.12, 8.4). 

Theoreme 9.1.3 Soient vr une representation admissible irreductible 9-stable de G''(M), 
et Atj un operateur d'entrelacement normalise sur vr. On note ^ le quasi-caractere par 
lequel Ag(M)° agit sur vr. Alors la fonction 

C^iG\R),C')^C, / ^ Tr(vr(/)A,) 

s'etend en une distribution invariante par 9-conjugaison sur G'^(M), qu'on appelle ca- 
ractere gauche de vr et qu'on note ©tt- Cette distribution est temperee si vr est temperee. 

Soit (f : — > un parametre de Langlands tempere, deBnissant un L-paquet Hh 
de representations temperees de H(]R). On note @Uh = Yl ®t^h' pour toute tth £ 

11//, Qtth -'g caractere de tth- Alors la representation vr de G*'(]R) = H(C) associee a 
^\Wc temperee 9-stable, et, si Aj^ est un operateur d'entrelacement normalise sur vr, 
il existe e S {±1} tel que, pour tout g G G'^(]R) 9-regulier : 

En particulier, est invariant par 0-conjugaison stable. 

Remarque 9.1.4 Soit vr une representation irreductible temperee 0-stable de G^(M). 
Si le caractere infinitesimal de vr est egal a celui d'une representation de dimension finie 
^-stable de G°(M), alors il existe un parametre de Langlands tempere ip : PFk — > 
tel que vr soit associee au parametre ^\Wc (^^ P] (5-16)). 

Le result at suivant est une consequence du theoreme de Paley- Wiener, etabli dans 
ce cas par Delorme [De] (le cas general a ete prouve recemment par Delorme et Mezo 
dans |DeMj ). A partir de maintenant, on suppose que H(M) a une serie discrete. Soit K'^^ 
I'ensemble des points fixes d'une involution de Cartan de G''(R) qui commute a 9. On dit 
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qu'une representation de G''(]R) est 9 -discrete si elle est irreductible temperee ^-stable 
et n'est pas sous-quotient de I'induite d'une representation 6'-stable d'un sous-groupe de 
Levi ^-stable (cf tACj 1.2.3). 

Theoreme 9.1.5 Soit n une representation 6 -discrete de G*^(M) munie d'un operateur 
d'entrelacement normalise A^^, et soit ^ le quasi-caractere par lequel Ag(M)° agit sur vr. 
Alors il existe une fonction cp £ C^(G'^(R), ^~^), K'^-Rnie a droite et a gauche modulo 
Ag(M)°, telle que 

Tr(7r(0)A^) = 1 

et, pour toute representation temperee 9-stable p de G''(M) munie d'un operateur d'en- 
trelacement normalise Ap, on ait 

Tr{p{cP)Ap) = 

si p ^ TT. 

Une telle fonction (p est appelee pseudo-coefficient tordu de tt. Elle est evidemment 
cuspidale (la definition de «cuspidale» est rappelee, par exemple, au debut de la section 
7 de [A4]). Elle depend du choix de Aj^. 

Remarque 9.1.6 On note g = Lie(G)(C). Pour toute representation admissible 9- 
stable p de G°(M), on note 

ep{9,p) :=^T¥(0,ff(5,K'^;p)) 

la caracteristique d'Euler-Poincare tordue. Elle depend du choix d'un operateur d'entre- 
lacement normalise sur p. 

Soit TT comme dans le theoreme ci-dessus. On suppose que vr est associee a un pa- 
rametre de Langlands 937^ : Wc — > H de la forme (/Jtt = V\Wc^ • — *■ 

un parametre de Langlands du L-paquet de la serie discrete associe a la contragrediente 
d'une representation algebrique irreductible V de H. Solent pv la representation admis- 
sible ^-stable de G'^(M) et Apy I'operateur d'entrelacement normalise sur pv associes a 
V comme dans la section 3 de [CUj . Alors, d'apres le lemme 6, la proposition 8 et le 
theoreme 2 de [De], il existe un entier a, dependant uniquement de H, tel que, pour un 
bon choix d'operateur d'entrelacement normalise sur vr, on ait : 

Tr{p{(t>)Ap) = 2''ep{9,p®pv) 

pour toute representation admissible p munie d'un operateur d'entrelacement normalise 
Ap. (Delorme prouve cette egalite pour les representations standard 0-stables, et on ob- 
tient I'egalite pour toutes les representations admissibles car les classes des representations 
standard forment une base du groupe de Grothendieck des representations admissibles.) 
En fait, on voit facilement d'apres la definition de I'entier a dans le [De] que, si Tg est 
le tore de la definition 19.1.71 ci-dessous. alors a = dim(Te) — 1. 
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Definition 9.1.7 Soit Tp un tore de G° tel que Te(M) soit un tore maximal de K^. 
On pose 

d{G) = |Ker(Hi(M,Te) — >h1(M,G°))| 

k{G) = \Im{U\R, (Te).e) ^Hi(M,Te))|, 

oil, si — > ^der revetement simplement connexe de G^^^, alors (Te)sc est 

I'image inverse de Tg par le morphisme evident G^^ — > G°. 

Remarque 9.1.8 Comme G" provient par restriction des scalaires d'un groupe com- 
plexe, on a Hi(M,G°) = {1}, done d{G) = \U^{m,Te)\. Si de plus le groupe derive de 
G*^ est simplement connexe, alors d{G) = k{G). 

Rappelons qu'un element 0-semi-simple g de G'^(M) est dit ^-elliptique si Aqo = 

gB 

Lemme 9.1.9 Soit g £ G°(M) 9 -semi-simple. Alors g est 9-elliptique si et seulement 
J\fg est elliptique. De plus, si g n'est pas 9-elliptique, alors il existe un sous-ensemble de 
Levi propre M de G tel que g9 G M(M) et G°g C M°. 

Demonstration. Soit g £ G''(M) 0-semi-simple. Comme h := g9{g) est conjugue dans 
G''(M) a un element de H(M) (cf [CllJ p 55), on pent, quitte a remplacer g par un element 
tz-conjugue, supposer que /i G H(M). Notons L = G^. Alors L est stable par le morphisme 
(de groupes algebriques sur W) 9' : x i — > 9{g)9{x)9{g)^^ , et on voit facilement que ^j^ 

est une involution et que G^g = L^' et = L^. On en deduit que Z(H/i) = Z(Ij)^ et 
que Z{G^g) = Z{\jf . Or 9{^g') £ L(R) (comme on a suppose que g9{g) £ H(]R), g et 
9{g) commutent), done ^|z{L) = ^|z{L)- Finalement, Aqo^ = Ah^, ce qui prouve que g 
est 0-elliptique si et seulement si h est elliptique. 

On suppose que g n'est pas 0-elliptique. Alors h n'est pas elliptique, done il existe 
un sous-groupe de Levi propre Mj^ de H tel que Jlh C M//. Soit M° = Rq/^'M.h^c. 
C'est un sous-groupe de Levi propre ^-stable de G'' ; on note M le sous-ensemble de 
Levi propre de G associe. On a G° C M°, done G°g C M° ; de plus, g £ G°(M), done 
g9 £ M(R). 

□ 

Remarquons que, d'apres la preuve ci-dessus, pour tout 5 G G°(M), si /i G N{g), 
alors G°g est une forme interieure de H/j. Dans la suite, lorsque Ton devra calculer des 
integrates orbitales en g9 et h, on choisira toujours des mesures de Haar sur G^g et H/^ 
qui se correspondent. 

On calcule enfin les integrates orbitales tordues de certains des pseudo-coefficients tor- 
dus ci-dessus en les elements 0-semi-simples. Afin d'eviter des complications techniques, 
on suppose que G'^^^ est simplement connexes. Si G C^(G°(M), ^~^) (.^ est un quasi- 
caractere sur Ag'(R)'^) et g £ G''(M), I'integrale orbitale tordue (reelle) de (j) en g (ou 
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I'integrale orbitale de (p en gO) est 



O^e(0) = / (t){x~^ge{x))dx 

JgO{R)/GO,(R) 

(elle depend bien sur d'un choix de mesures de Haar sur G'^(M) et G^g(M)). 

Soit G' un groupe algebrique reductif connexe sur M. Si G' a une forme interieure G' 
anisotrope modulo son centre, on note 

v{G') = (-l)^(G')vol(G'(M)/AG^(M)0)d(G')-\ 

ou d(G') est defini dans 14.11 

Lemme 9.1.10 Solent V une representation algebrique irreductible deH, ip : — > 
un parametre de Langlands du L-paquet de la serie discrete de H(IR) associe a F^, vr 
la representation de H(C) = G'^(M) correspondant a ^\Wc (done vr est 6 -discrete) et 4> un 
pseudo-coefRcient tordu de vr, normalise comme dans la remarque \9.1.6[ Soit g G G'^(M) 
6 -semi-simple. Alors on a 

Oge{cl>) = 2-'^v{Glg)-'Q^.{g) 
si g est 9-elliptique (a est I'entier de la remarque \9.1.6\) . et 

Oge{(t>) = Q 

sinon. 

La preuve de ce lemme s'inspire de la preuve du theoreme 2.12 de |CC1| . 

Demonstration. Si V est la representation triviale, les integrales orbitales tordues de 
(p sont calculees dans le theoreme A. 1.1 de |CL] ; on note (/>o = (Noter que la fonction 
(f) de [CL] verifie Tr{'i:{4>)A-,^) = ep{6,TT) et non Tr(7r((/))j47r) = 1, ce qui explique le 
facteur 2~°' ; noter aussi que Clozel et Labesse choisissent la mesure sur G^^ pour laquelle 

vo1(G'(R)/Ag''(M)'^) = 1, si G' est la forme interieure de G^^ qui est anisotrope modulo 
son centre). 

On suppose a nouveau V quelconque. Soit pv la representation admissible ^-stable de 
G*^(M) associe a V comme dans la remarque l9.1.6[ munie de I'operateur d'entrelacement 
normalise Apy fixe dans cette remarque. On note (j)' = Qpy(pQ. Comme Qp^ est invariant 
par 6'-conjugaison, la proposition 3.4 de [ Cll| implique que, pour tout g £ G''(M) 9- 
semi-simple, Ogd{(j)') = Ogg^cj)!])®,^^ (g). II suffit done de montrer que ip et ip' ont les 
memes integrales orbitales tordues. Pour cela, grace au theoreme 1 de [KRp] , il suffit 
de montrer que, pour toute representation 0-stable temperee p de G'^(M) (munie d'un 
operateur d'entrelacement normalise Ap), on a 

TTip{<p)Ap) = TT{p{<p')Ap). 
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On fixe une telle representation p. Alors on voit facilement que 

T,{p{4>')Ap) = Tr((p ® pv)m{Ap ® Ap^)). 
Done, d'apres la remarque 19.1.61 

Tr(p(0')^p) = 2^'ep{e,p® pv) = Tr(p(0)^p). 

□ 

CoroUaire 9.1.11 On utilise les notations du lemme [9.1.10\ ci-dessus. 
(i) La fonction cj) est stabilisante au sens de JLa2| 3.8.2. 

(a) Soit f = ji^jy Itth fo'^' pour toute representation tth de la serie discrete de 

H(M), Jt^jj est un pseudo-coefRcient de tth )■ Alors les fonctions cp et d{G)2~^f sont 
associees au sens de \Lal] 3.2. 

Demonstration. Une fois que Ton a le lemme ci-dessus, le corollaire resulte de la preuve 
du theoreme A.1.1 de ^ (et du lemme A.1.2 de ^^). 

□ 

9.2 La formule des traces invariante 

Remarquons d'abord que, grace aux travaux de Delorme-Mezo ( [DeM] ) et Kottwitz- 
Rogawski ( |KRoj ). on pent desormais utiliser la formule des traces invariante d' Arthur 
(voir par exemple [A4] ) pour les groupes non connexes. 

Dans |A7j . Arthur a donne une forme simple de la formule des traces invariante (sur 
un groupe connexe) pour une fonction cuspidale stable a I'infini (cette notion est definie 
au debut de la section 4 de |A7j et rappelee dans 16. 4p . Le but de ce paragraphe est de 
donner une formule similaire pour un cas particulier de groupe non connexe. 

On suppose que H est un groupe reductif connexe quasi-deploye sur Q. On fixe une 
extension quadratique imaginaire E de Q, et on prend G° = Re/qHe. On suppose que 
le groupe derive de H est simplement connexe et que H est cuspidal (au sens de l4.1.ip . 
Un sous-ensemble de Levi M de G est dit cuspidal s'il est conjugue a un sous-ensemble 
de Levi standard M' tel que M'^ soit cuspidal. 

On commence par definir les analogues des fonctions $^(.,0) de 14.21 

Lemme 9.2.1 Soit tt une representation irreductible temperee 9-stable de G'^(M). On 
Bxe un operateur d'entrelacement normalise A-^. On suppose qu'il existe un parametre 
de Langlands ip : — > tel que vr soit associee a ^\Wc- ^^^^ ^ sous-ensemble 
de Levi standard cuspidal de G, et soit Th un tore maximal de M//^k qui est anisotrope 
modulo Amh- On note D I'ensemble des 7 G G°(M) tels que 7^(7) £ T/f(R). Alors la 
fonction 

D n G'(R)e-reg ^ C, 7 ^ I (t) I (t) 

se prolonge en une fonction continue D — > C, qu'on note ^*^(., ©tt)- 
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On prolonge $^^(.,07^) en une fonction sur M'^(R) de la maniere suivante : si 7 G 
M'^(M) est 6'-elliptique (dans M(M)), alors il est 0-conjugue £17' S -D, et on pose 
^M(7,07r) = $^(7',07r); sinon, on pose $^(7,6^) = 0. La fonction $^(.,6^) est 
clairement invariante par 0-conjugaison stable. Comme tout sous-ensemble de Levi de 
G est conjugue (sous G'^(M)) a un sous-ensemble de Levi standard, on pent definir de 
meme $^j(.,0,r) pour un sous-ensemble de Levi cuspidal quelconque. 

Le lemme resulte du lemme similaire pour les groupes connexes (lemme I4.2.ip . du 
theoreme 19.1.31 de Clozel et du lemme 19.1.21 

On note Ile-disc{G^ {^)) I'ensemble des classes d'isomorphisme de representations 6- 
discretes de G'^(M). Pour toute vr G ne_rfjsc(G'^(M)), on fixe un operateur d'entrelacement 
normalise A^^ pour vr. 

Definition 9.2.2 Soit M un sous-ensemble de Levi cuspidal de G. Soit ^ un quasi- 
caractere de Ag(M)°. Pour toute fonction (p £ C^{G°{R),^-^) qui est Koo-finie a droite 
et a gauche modulo Ag'(R)'^ et tout 7 G M''(IR), on note : 

^IdlA) = (-lf-(^-«/^«)^(MO,)-i Yl ff/(7,e^v)Tr(vr(0)A.), 

7rene_d,,c(G0(K)) 

et : 

5$^(7,<A) = {-lf'^^^''/^^hiM)kiG)-MM%r' J2 $&(7,e^v)Tr(7r(0)yl^). 

7rene_d,,,(G0(K)) 

Les notations k etv sont definies dans 16.41 et la notation v est celle de 19.11 
On fixe un sous-groupe de Levi minimal ^-stable Mq de G'' (Mq est un tore car H 
est quasi-deploye) et un quasi-caractere de Ag'(R)*'. On a une action du groupe G(A) 
sur L^(G°(Q) \ G°(A), ^) : le sous-groupe G''(A) agit de la maniere habituelle, et 6 agit 
par (p 1 — > (p o 9. Pour toute representation irreductible ^-stable vr de G''(A) telle que 
iTT'disci'^) 7^ (c'est-a-dire telle que vr est un facteur direct de L'^{G^{Q) \ G*^(A),^), 
vue comme representation de G''(M)), on fixe un operateur d'entrelacement normalise 
At^. Si vr et vr' sont telles que tTqo — vr^, on choisit des operateurs d'entrelacements qui 
sont compatibles a I'infini. Pour les representations admissibles irreductibles 0-stables 
de G'^(M) qui n'apparaissent pas de cette maniere, on fixe un operateur d'entrelacement 
normalise quelconque. Pour vr comme ci-dessus, on note vf"*" (resp. 7r~) la representation 
de G(A) definie par vr et At^ (resp. —A^^), et '^.'^■^^{t:) (resp. "i^.^^(7r)) la multiplicite 
avec laquelle 7r+ (resp. tt") apparait comme facteur direct de L^(G''(Q) \ G°(A),^). 

Soit M un sous-ensemble de Levi de G. Si M est cuspidal, alors, pour toute fonction 
cl) = ^'^0^^(z C7°°(G(A)) telle que ^00 G C^{G^{R),C~^), on note 

T^,geomi<l^) = (n^,)"i2-" ^ vo1(mO, (Q) Am (M)° \ mO,(A))O^,(0S)$^,(7, <Aoo), 

7 

oil la somme est sur les classes de 0-conjugaison d'elements 0-semi-simples de M^(Q), 
0^ est le terme constant de (p"^ en un sous-ensemble parabolique de G de sous-ensemble 



114 



de Levi M (defini exactement de la meme maniere que dans le cas non tordu) et a est 
I'entier de la remarque 19.1.61 

Si M n'est pas cuspidal, on pose geom ~ ^• 

Soit M un sous-ensemble de Levi de G (plus forcement cuspidal) tel que G M. 
Soit P un sous-ensemble parabolique de G de sous-ensemble de Levi M. Dans |A4j §4, 
Arthur a defini pour tout t G M"*" une representation admissible pp^t = PP,t{0) de G''(A) 
(obtenue par induction a partir de L2.^^^(mO(Q)Aa^o(M)° \ M°(A)), qui est defini dans 
la formule (4.1) de |A4j ) . Comme M*^ est stable par 6, on a une action de 6 sur I'espace 
de pp^t, et la trace Ti{ppt[(l))9) existe par [A4| §4 p 516. On pose 

Tfi^t,sveM) = (nf,)-Vet(e - l,Lie{AMo/Aao))\-^Tr{pp^t{m- 

On etend cette definition par conjugaison a tons les sous-ensembles de Levi de G. 

Enfin, on note T*^ la distribution de la formule des traces invariante tordue par 6 sur 
G°(A). La proposition suivante est I'analogue du theoreme 6.1 et de la formule au-dessus 
de (3.5) de [XT] . 

Proposition 9.2.3 ElSoitc/) G C^(G'^(A), ^^^). On suppose qu'il existe une representation 
algebrique irreductible V de He telle que, si ip : — > ^H est le parametre de 
Langlands du L-paquet Ily de la serie discrete de H(M) associe a V et vToo est la 
representation 9 -discrete de G''(M) de parametre de Langlands ^\Wc' alors (j) soit un 
pseudo-coefficient tordu pour tToo- Alors la somme sur les t > dans T^j specie) 
convergente pour tout sous-ensemble de Levi M. de G, et on a 

M t>0 M 

oil, dans les deux sommes, M parcourt Pensemble des classes de (Q) -conjugaison de 
sous-ensembles de Levi M de G. De plus, la somme sur t > n'a qu'un nombre Eni de 
termes non nuls. 

Remarques 9.2.4 (1) Si T^i^t,spec('P) = P°^^ tout t > et tout M / G, alors 

t>0 TT 

ou la somme est sur les classes d' isomer phisme de representations irreductibles 9- 
stables vr de G°(A) telles que mdisc{T^) 7^ (cf [M] P 268). 
(2) Dans le theoreme 3.3 de [A4j . on a une somme sur tons les sous-ensembles de Levi 
M de G tels que M'^ contienne Mq, avec des coefficients |W^o^|~^ au lieu de 

(n^)~^ ; on voit facilement que les deux formulations sont equivalentes. 



^ Je remercie Sug Woo Shin de m'avoir fait remarquer que j'avais oublie des termes dans le cote spectral 
de cette proposition. 
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Demonstration. Montrons la premiere formula. On raisonne exactement comme dans 
la section 3 de [A 7] . p 267-268. En utilisant le fait que cp est cuspidale en la place infinie 
et le (a) du theoreme 7.1 de |A4j . on trouve (avec les notations de |A7j ) : 

T^'i^) = E E E (nf^)" Vet(5 - l)a,o/a^o r' Tr(Mp|,p(0)/;p,i(., 0, 

{oil, pour tout M, P est un sous-ensemble parabolique de sous-ensemble de Levi M). 

Soient M et P comme ci-dessus. Comme dans [A^ §3, on voit que, s'il existe t S 
M"*" et s G W^{aMo)reg tels que s / 6* et Tr(Mp|^p(0)/9p,t(s,0, ((/))!)) / 0, alors le 
caractere infinitesimal de tToo est fixe par un element non trivial de Wq = . D' apres 
la proposition 8.6 de [CUJ, ceci implique que, pour toute representation tth £ Hy, le 
caractere infinitesimal de tth est fixe par un element non trivial de Wq. Or Wq est le 
groupe de Weyl complexe de H et IIv est un L-paquet de la serie discrete de H(M), 
done ceci est impossible. Done le seul terme qui est non nul dans la somme interieure 
(sur W'^ {aMo)reg) est celui indexe par s = 6. En utilisant les definitions dans |A4j §4, 
on voit facilement que ce terme est egal a ^ ^^^^{(j)) . 

Enfin, la somme sur t n'a qu'un nombre fini de termes non nuls, car specie) ~ ^ 
sauf si t est la norme de la partie imaginaire du caractere infinitesimal d'une representation 
6l-stable tToo de G°(M) telle que Tr(7roo(0oo)^7r^) / 0. 

Montrons la deuxieme formule. II faut calculer la valeur en (p des distributions inva- 
riantes de |A3j . Comme cj) est cuspidale, on voit en utilisant la formule de decomposition 
( |A3j proposition 9.1) comme dans |A7j §3 qu'il suffit de calculer les a I'infini, c'est- 
a-dire de prouver I'analogue du theoreme 5.1 de |A7] . De plus, d'apres le corollaire 9.2 
de |A3| . applique a I'ensemble de places S = {oo}, et grace a la cuspidalite de (poo, on 
voit que le terme correspondant a M est non nul seulement si Am = Aa/r. El 

On pent done supposer que Am = Amj,- H s'agit de montrer que lf^{.,cl)oo) = si 
M n'est pas cuspidal et que, pour tout sous-ensemble de Levi cuspidal M de G et pour 
tout 7 G M°(M) : 

(*) /f,(7,<^oo) = 2-11)^^(7)^/^^^,(7, <^oo), 

oil, si j9 = {(t9)u est la decomposition de Jordan de 7^, alors 

Z)*^(7) = det((l - Ad(cj) o0),Lie(M°)/Lfe(M°e)). 

(On remarque que, si M est cuspidal, alors on a forcement Am = Am^-) En particulier, 
7^(7,(^00) = si 7 n'est pas 0-semi-simple. Le reste de la preuve du theoreme 6.1 de 
[A7] s'applique sans changement au cas des groupes non connexes. 

Le cas 011 M n'est pas cuspidal est traite dans le lemme 19.2.61 Dans la suite de cette 
preuve, on suppose que M est cuspidal. 

Dans le cas des groupes connexes, I'analogue de la formule (*) pour 7 semi-simple 
regulier est le theoreme 6.4 de [A6] (cf la formule (4.1) de [A7j ) . Arthur montre dans la 
section 5 de |A7) que I'analogue de (*) pour 7 quelconque resulte de ce cas. 

^Je remercie Robert Kottwitz de m'avoir signale cette subtilite de la formule des traces. 
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Montrons d'abord que la formule (*) pour 7 ^-semi-simple 0-regulier implique la for- 
mule (=f=) pour 7 quelconque, en adaptant le raisonnement de la section 5 de [A 7] . Le 
raisonnement de la deuxieme moitie de la page 277 de [A7J s'applique aussi ici et montre 
qu'il suffit de prouver (*) pour 7 G M'^(M) tel que M^Jg = G^q. Le lemme 19.2.51 ci- 
dessous est 1' analogue du lemme 5.3 de |A7| . Une fois que Ton a ce lemme, le reste du 
raisonnement de [AT] s'applique. En effet, Arthur se ramene au cas semi-simple regulier 
en utilisant les resultats sur les integrales orbitales en des elements unipotents de [A7j p 
275-277, et on pent appliquer les memes resultats ici, car les integrales orbitales en ques- 
tion sont sur le groupe connexe M^^g (011 = {a9)u est comme avant la decomposition 
de Jordan de 7^). 

II reste a montrer la formule (*) pour 7 ^-semi-simple 0-regulier. L'article |A6j est 
ecrit dans le cadre des groupes connexes, mais on voit en le lisant que, maintenant 
que la formule des traces invariante est demontree pour les groupes non connexes, tout 
Particle, jusqu'au corollaire 6.3 inclus, s'applique aussi au cas general. On pent ecrire des 
enonces analogues au theoreme 6.4 et au lemme 6.6 de [ABj . en faisant les changements 
suivants : on fixe une representation 0-stable tToo de G°(M) qui est ^-discrete (au lieu 
d'une representation de la serie discrete de G(M)), et on remplace le caractere de tToo 
par le caractere tordu. 

La preuve du lemme 6.6 de |A6j s'applique telle que, a condition de remplacer Utemp 
par I'ensemble des classes d 'equivalence de representations temperees ^-stables, Ildisc par 
^e~disc et "regulier" par "6'-regulier" . 

La preuve du theoreme 6.4 de |A6j est une recurrence sur M a partir du cas M = G, 
qui utilise le lemme 6.6 de |A6j et trois proprietes des caracteres des representations de 
la serie discrete : les equations differentielles qu'ils satisfont, les conditions au bord de 
I'ensemble des elements reguliers et les proprietes sur leur croissance. Pour les caracteres 
tordus des representations 0-discretes, on a evidemment des equations differentielles 
similaires ; la maj oration dont on a besoin est prouvee par Clozel dans |CTT] theoreme 
quant aux conditions au bord, elles resultent du theoreme 7.2 de |C11| (theoreme 
19.1.31 de cet article) et du cas des groupes connexes. Une fois que Ton a ces resultats, on 
se ramene comme dans [A6J au cas M = G. Or le cas M = G est exactement I'enonce 



Lemme 9.2.5 On note = 2"|L>*=^(.)|-^/2j^_ 

Soient M un sous-ensemble de Levi cuspidal de G et 'y £ M°(M) tel que G°g = 
M[Jg. Soit 7^ = {a9)u la decomposition de Jordan de ^9. Alors il existe des fonctions 
cuspidales stables /i , . . . , sur M^^g (M) et un voisinage U de 1 dans M|^g (M) , invariant 
par conjugaison par M.^q(U.), tels que, pour tout iJ, G U : 



du lemme [9.1.101 



□ 



n 





^Pour le changement de base C/R, et dans le cas general par Bouaziz, Sur les caracteres des groupes 
de Lie reductifs non connexes, theoreme 3.1.1 et lemme 3.5.1 
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Demonstration. Si a n'est pas ^-elliptique dans M(M), alors, d'apres le lemme [9.1.9^ 
il existe un sous-ensemble de Levi propre Mi de Mr tel que a9 G Mi(]R) et M}^ C 
Si n £ M.^q(W) est assez petit, on a aussi M^^^^^ C M^. En appliquant la pro- 
priete de descente ( |A3j corollaire 8.3) et en utilisant la cuspidalite de (poo, on voit que 
^\.j{fj,a, (poo) = et qu'on pent prendre les nulles. 

On pent done supposer que a est 0-elliptique dans M(M). On pent aussi supposer 
que M est standard. Soit Th un tore maximal de Mj:/^ir qui est anisotrope modulo 
Amjj- Alors a est 6'-conjugue a un element a' tel que a' 9 {a') S T//(M). Comme est 
invariant par ^-conjugaison, on pent supposer que h := a6{a) G Ti:/(R). Comme G^g 
est une forme interieure de H/j sur R, le tore maximal Th de H/i se transfere en un 
tore maximal T de G^g ; on a evidemment h G T(]R). Soit U un voisinage invariant de 
1 dans M[^g(M) assez petit pour que fia soit 0-regulier si G C/ n T(M) est regulier dans 
M.^g. Alors, d'apres la formule (*) de la preuve de la proposition 19.2.31 ci-dessus pour 
un element 0-regulier (la preuve de ce cas ne depend pas du lemme), on a, pour tout 
/i G [/ n T(R) regulier dans M°g : 

$'m(/"^,0oo) = ^&(/icT,</>oo) = (-l)'^^"^(^-/^«)$f,(/xa,eO, 

et on a vu que ceci est egal a 

±|Z),\(AA(/.a))|i/2env(AA(/.a)) 

(oil le signe depend du choix de I'operateur d'entrelacement normalise sur vr). D'apres 
la preuve du lemme 5.3 de |A7| et le lemme 4.1 de |A7j . il existe /i, . . . , /„ cuspidales 
stables sur M|^g(R) telles que (**) soit verifiee pour tout ji G U r\ T(R) regulier dans 

II reste a montrer que, pour ce choix de /i, . . . , /n et quitte a retrecir {/, la formule 
(**) est vraie pour ^ £ U quelconque. II suffit de recopier la fin de la preuve du lemme 
5.3 de |A7j (qui s'applique aussi bien au cas tordu). 

□ 



Lemme 9.2.6 Soit M un sous-ensemble de Levi de G. On suppose que Am = Am^. et 

que M n'est pas cuspidal. Alors /^(., (t>oo) = 0. 

Demonstration. On pent supposer que M est standard. Montrons d'abord que ifjij, (poo) = 
si 7 est ^-regulier dans M. Soit 7 G M''(M) 0-regulier dans M. On pent supposer que 
7^(7) G Mj^(R). Le centralisateur Th de 7^(7) dans M.h est un tore maximal de Mj^^r. 
D'apres les hypotheses sur M, le tore Th/Am^^ n'est pas anisotrope, done il existe un 
sous-groupe de Levi M.i^h / M//_k de Mj:/_ir tel que Th C M.i^h (il suffit de prendre le 
centralisateur de la partie deployee (sur M) de Th)- Soit Mi le sous-ensemble de Levi 
de Gk correspondant. Alors 7 G M5(R) et M^ ^g = M.^g. D'apres la formule de descente 

(theoreme 8.3 de [A3] ) et la cuspidalite de (f>oo, -^m(7''?^oo) ~ ^■ 

Montrons le lemme. D'apres la formule (2.2) de jA3] , il suffit de prouver que, pour tout 
sous-ensemble de Levi M' de G contenant M et tout 7 G M°(R) tel que M°g = G°g, 
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on a (7,(/)oo) = 0. Si M' 7^ M, cela resulte de la formule de descente (theoreme 8.3 
de [A3]) et de la cuspidalite de (poo- H reste done a montrer que 1^(7, (/)oo) = 0, ou 
7 G M'^(M) est tel que Mjjg = G^g. Soit 7^ = {a6)u la decomposition de Jordan de ^9. 
D'apres [A3j (2.3), il existe / e C;?°(M0(M)) et un voisinage ouvert U del dans MOg(M) 
tels que, pour tout fi (^U, lfj{^a, 4>oo) = 0/^ct6»(/)- Done, d'apres le debut de la preuve, 
Of_ia0{f) = lfj{^a, (poo) = si /i G [/ est tel que soit 0-regulier. Ceci implique que 
OfMaeif) = pour tout fi £ U. Or, quitte a remplaeer 7 par un 0-eonjugue, on pent 
supposer que u £ U. Done ^Poo) = 0. 

□ 

9.3 Pseudo-stabilisation de la formule des traces invariante 

Dans ee paragraphe, on "stabilise" la formule des traees invariante de la proposition 
19.2.31 sous des hypotheses sur la eohomologie galoisienne de G*^ et H. En fait, on ne 
stabilise rien du tout ; on se eontente simplement de montrer que la formule des traees 
invariante est stable dans ee eas. 

On utilise les notations et les hypotheses de 19.21 et de 16.41 En partieulier, H est un 
groupe reduetif eonnexe euspidal quasi-deploye sur Q, E est une extension quadratique 
imaginaire de Q et G" = Re/qH.e- On suppose que le groupe derive de H est simplement 
eonnexe. 

Proposition 9.3.1 On suppose que Hi(Q,G°) = {1}, que Hi(Q^,G°) = {1} pour 
toute place v de Q et que, pour tout sous-ensemble de Levi standard M de G, I'en- 
semble de places {00} est (M, M.H)-essentiel (au sens de jLa2l 1.9.5). Solent f = <S) fv ^ 

V 

C°°(H(Aj)) et (p = l^cpv ^ C°°(G°(Aj)). On suppose que, pour toute place Bnie v de 

Q, les fonctions fy et (py sont associees au sens de \La!^ 3.2, que la fonction (poo est du 
type considere dans la proposition \9.2.3\ et que foo = jj^Ty fwH T^f le coroUaire 

EXnP. On suppose que (poo est normalisee comme dans la reinarque \y.l.()[ Alors, pour 
tout sous-ensemble de Levi M de G, on a 

Tg,geom{<t>) = 2-k{G)^^ ST^.if) . 

En partieulier, 

T^{^)=2-'^k{Gf-^ST^{f). 

On remarque que les hypotheses de la proposition sont satisfaites si H est I'un des 
groupes unitaires quasi-deployes de 12.11 et si E est I'extension quadratique imaginaire 
de Q utilisee pour definir H (utiliser le lemme A. 2.1 de [CLJ pour verifier la deuxieme 
eondition). 

Demonstration. Pour voir que les egalites pour les T^j geom impliquent I'egalite pour 
T^, il suffit de remarquer que I'ensemble des elasses de H(Q)-conjugaison de sous- 
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groupes de Levi de H est en bijection avec I'ensemble des classes de G''(Q)-conjugaison 
de sous-ensembles de Levi de G. 

Soit M un sous-ensemble de Levi standard cuspidal de G. Comme le morphisme 
H^(iC,M°) — y 'H.^{K,G^) est injectif pour toute extension K/Q, I'hypothese sur G° 
implique que d(MH,M^) = 1, ou d{MH,M°) est defini dans [Lil] 1.9.3. Compte tenu 
du lemme [D.1.2l et du fait que la formule de descente ( |A3j corollaire 8.3) est aussi valable 
pour les integrales orbitales tordues, la preuve du lemme 17.3.41 s'applique aussi a ce cas 
et montre que les fonctions cpM et Jmh sont associees en toute place finie. En utilisant 
ce fait et le lemme 19. 3. 2^ on peut appliquer le processus de stabilisation du chapitre 4 
de [La2] , sur le groupe Mxi < 6 >, a T^f geomi^)- Comme I'ensemble de places {oo} est 
(M, Mj7)-essentiel, on trouve : 

(nf,)2»r,^,^,„„(<A) = T{M'')T{MH)-'d{M)k{MH)-'k{n){nf,^)ST,%iU 

(le facteur 2-^™("g) de [La2] 4.3.2 n'apparait pas car on considere des fonctions dans 
C^(G(A), ^~^) et non des fonctions dans C^(G(A)) qu'on rend A(5(M)''-invariantes par 
integration; et le facteur JziG) n'apparait pas car, pour suivre Arthur, on fait agir les 
fonctions sur L'^{G^{Q) \ G°{A),^) et non sur L2(gO(Q)Ago(M)° \ G0(A))). 
On voit facilement que = nfj^ . II sufRt done de verifier que : 

Comme le groupe derive de M'^ est simplement connexe, on a d(M.) = A;(M) (remarque 
I9.1.8p . L'egalite ci-dessus resulte done du lemme [9.3.31 

□ 

Dans les lemmes ci-dessous, on se place dans la situation du debut de l9.2[ done H est 
un groupe reductif connexe cuspidal sur Q, E est une extension quadratique imaginaire 
de Q et G'' = Re/qUe- On fixe un sous-groupe de Borel ^-stable de G'^. 

Lemme 9.3.2 On utilise les notations de JLa2f 2.7. Soient (poo comme dans la pro- 
position \9.2.3\ M un sous-ensemble de Levi cuspidal standard de G, et 7 € M° 
9 -semi-simple. On pose /oo = jij^ X] /^h fcf le corollaire \9.1.11\) . Alors on a : 

J2 e{5,)^%(5^,^oo) = k{M)-^k{G)d{M)S^%{-f,cl)oo) 

[a;]eD(/T-,MO;R) 

= diM)k{MHr^k{ll)S^^,JMj,foo), 

et, si K E .^(/-y,M°;M) - {1}, 

^ e((5^) < K,x > ^>^(4,0oo) = 0. 

[x]eS{/T,MO;R) 
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Demonstration. Une fois que I'on a remarque que $^j(7,07rv) est invariante par 9- 
conjugaison stable, la preuve est exactement la meme que celle du theoreme A. 1.1 de 
|CLj . Pour montrer la deuxieme ligne de la premiere egalite, on utilise les definitions, le 
theoreme 19.1.31 le lemme [9.1.2l et le fait que, si 7 G G''(M) et /i G Mj, alors Jlh est une 



forme interieure de G^^. 



□ 



Le lemme suivant est une reformulation dans notre cas tordu particulier de I'identite 
(7.8.1) de |K13j . Le preuve de cette identite s'adapte de maniere evidente. Dans le cas 
oil H est un des groupes unitaires G(U*(ni) x • • • x U*(nr)), on pent aussi verifier le 
lemme par un calcul explicite. 

Lemme 9.3.3 Pour tout sous-ensemble de Levi cuspidal standard M de G, on a 

t{G°)t{Mh) _ fc(H) A;(M) 
r(H) r(MO) ~ k{G) fc(Mj/)" 



On finit en rappelant quelques resultats sur le transfert et le lemme fondamental pour 
le changement de base. On se place dans la situation de I'exemple lQ.l.H avec K un corps 
local de caracteristique 0. Si deux fonctions / G C^{G'^{K)) et h £ C^(H(A')) sont 
associees au sens de [La2] 3.2, on dit aussi que h est un transfert de / a H. Labesse a 
prouve le theoreme suivant. 

Theoreme 9.3.4 ( \L^ theoreme 3.3.1 et proposition 3.5.2) Soit f G C^{G^{K)). 
Alors il existe un transfert de f a H. 

Le transfert est explicite si on est dans une situation non ramifiee. On suppose 
desormais que K est non archimedien, que le groupe H est non ramifie sur K et que I'ex- 
tension E/K est non ramifiee. Soient Kg et Kh des sous-groupes compacts maximaux 
hyperspeciaux de G^{K) et U{K) tels que Kh = il{K) D Kq et 0(Kg) = K^. Le L- 
morphisme ^ : — > ^G'^ defini dans I'exemple 19.1.11 induit un morphisme d'algebres 
b : H{G^{K),Kg) — > Tl{il{K),KH), appele morphisme de changement de base. Le 
theoreme suivant, connu sous le nom de "lemme fondamental pour le changement de 
base", est du a Kottwitz (pour I'element unite de TI{G^{K),Kg)), Clozel et Labesse 
(pour les autres elements). 

Theoreme 9.3.5 (jK^, [Of, |LaI|, fl^ 3.7) Soit f G n{G^{K),KG). Alors b{f) est 
un transfert de f a H. 

Explicitons le morphisme de changement de base dans le cas des groupes unitaires. 
Soient H = G(U*(ni) x ••• x \J*(nr)), E I'extension quadratique de Q utilisee pour 
definir H et p un nombre premier non ramifie dans E. Les groupes G*^ et H ont des 
modeles evidents sur Z, et on prend Kg = G^{'Lp) et 'Kh = H(Zp). On utilise les 
notations de la section O 
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Si p est inerte dans E, le morphisme de changement de base est calcule dans 15.31 (avec 
L = EpetG = H). 

Supposons que p est decompose dans E. Alors Gq^ ~ Hq^ x Hq^, et, pour tout 

9 = (91^92) G G^iQp) = H(Qp) X H(Qp), on a 51(72 S AA(7. Pour alleger les notations, on 
suppose que r = 1. Alors on a un isomorphisme (defini dans 15.2] ) 

Done on a de maniere evidente 

7^(G0(Qp), Kg) C[Z±i] ® C[Z±|, . . . , ® C[zf] Cl^f^S • • • , 

et le morphisme de changement de base est donne par 

Zj I — > X, Zij I — > Xj. 

En particulier, le morphisme de changement de base est surjectif si p est decompose. 
Si p est inerte, on a, avec les notations de 15.21 un isomorphisme 

nm%),KH) ^ C[{X[...Xl)^\xfj,l< i < r,l <i < ni]^i^-^^- 

ou 

(selon la parite des nj). L 'image du morphisme de changement de base est 

C[{Xi . . . Xrt^.X^f, 1 < i < r, 1 < J < n,]^i^-^^'-. 

Le lemme ci-dessous sera utile dans les applications du paragraphe suivant. On suppose 
a nouveau que H est un group e reductif connexe quelconque sur un corps local non 
archimedien K et que I'extension E/K est non ramifiee, et on choisit des sous-groupes 
compacts hyperspeciaux K/^ et de H(ir) et G^{K) comme avant. 

Lemme 9.3.6 Solent vr une representation admissible irreductible 6-stable de G^{K) 
et une operateur d'entrelacement normalise sur n. Soit e G {±1} tel que A.,^ agisse 
sur TT^^ par multiplication par e (un tel e existe car A-,^ preserve tt^^ et dimTr^'' ^ Ij- 
Alors, pour toute fonction f G TI{G^{K),Kg), on a 

Tr{7T{f)A^) = eTr{n{f)). 



9.4 Applications 

On utilise ici des notations legerement differentes de celles de 19.31 On note H = 
G(U(pi, gi) X • • • X \J(pr,qr)) (ce groupe est defini dans l2.1|) . H* la forme quasi-deployee 
de H (done H* = G(U*(ni) x • • • x U*(n,.)), oii rii = Pi + qi), E I'extension quadratique 
imaginaire de Q qui est utilisee dans la definition de H et G*^ = Re/qH^- (On a bien 
sur G'^ ~ Re/qUe, mais I'automorphisme 9 de G'' ne laisse pas H invariant en general.) 
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Si V est une representation algebrique irreductible de He, on note (pv un pseudo- 
coefficient tordu de la representation ^-discrete Try de G'^(M) associee a ip\Wci V '■ 
Wr — > est un parametre de Langlands du L-paquet de la serie discrete de H(]R) 
associe a V* . On suppose que (py est normalise comme dans la remarque 19.1.61 

On note A^q I'ensemble des classes de conjugaison de sous-ensembles de Levi M de 
G tels que, pour tout i S {1, . . . ,r}, n RE/QG'Lni,E soit egal a RE/qGhn^^E ou a 
un sous-groupe de Levi maximal de RE/qGLn^^E- Soit M G -A^g- Alors il existe des 
entiers naturels tels que nf + n- = rii pour tout i G {1, . . . , r} et 

MO ~ RE/QGm X Re/qGL^+^j^ X Re/qGL^-^j^ x • • • x Re/qGL^+^i^ x Re/qGL^-^^. On 
note A^G I'ensemble des M G A^q tels que, pour tout i G {1, . . . ,r}, quitte a echanger 
nf et n^, soit pair. Si M est dans A^g et les nf,n^ sont comme ci-dessus, avec 
pair pour tout i, on note (Hm , sh^ ^ VHm ,o) 1^ donnee endoscopique elliptique de H 
associee aux nf,n^ comme dans la proposition 13.1.11 et r]HJ^f le prolongement de rjHMfi 
defini dans 13.21 On obtient ainsi une bijection de A^g avec I'ensemble Sn de l8.1[ 

Soit M G A^G- On a defini dans Pexemple 19.1.11 un L-morphisme ^ : = ^H* — > 
^G^ et, comme M'' = Re/iqH.m,e, on a de meme un L-morphisme '■ ^t^M — *■ ^M''. 
On note tjj^j le morphisme 

~ (H^/ X H^) X — > ~ (H X H) X 

{{hi,h2),w) I — > {{r]HM,i{hi,w),mM,i(.h2,w)),w), 

ou riHM,i • ''^Hm — > H est la premiere composante de tjhm- II est clair que rjM est un 
L-morphisme qui rend commutatif le diagramme 



H 



^MO — 

Soit 5 un ensemble de places finies de Q. On note As = Yl ''^v et A? = J| 'Q„. On 

dit qu'une fonction fs G C^(H(A5)) verifie I'hypothese (H) si, pour tout M G A^g, il 
existe un transfert fg'^' de fs a et une fonction (j)s,M £ C'^(M'^(A5)) tels que les 
fonctions (j)s,M et fg soient associees en toute place de S. 

On fixe un nombre premier p, un entier strictement positif j, une representation 
algebrique irreductible V de He et une fonction g C^(H(Aj)). On suppose que 
yp.oo verifie I'hypothese (H). 

Soit M G A^G- On va definir une fonction cp^l) = ^%^(l)^^^p^M,oo G (M^ ( A) ) . On 
choisit (1)%^ G C7,°°(M°(AP)) associee en toute place a un transfert de a 

Hm- La discussion a la fin de 19.31 montre que la fonction Jum,? definie apres le theoreme 
17.2.11 est dans I'image du morphisme de changement de base 7{(M.^{Qp),M^(Zp)) — > 
W(Ha/(Qp),Hm(Zp)). On prend (/^JJ^ G n{M^{Qp),M°{^p)) une fonction quelconque 
dans I'image reciproque de /hm,p P^^ morphisme. Pour definir 0m,oo, on utilise les 
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notations introduites avant le lemme I8.2.4I En particulier, on note a G X* {Th* ) le plus 
haut poids de V par rapport au sous-groupe de Borel B^f* de H* defini avant ce lemme, 
on a un sous-ensemble de S^i X • • • X S„^, et, pour tout u; G on a defini ajj ^, 
qui est le plus haut poids d'une representation algebrique irreductible Vhm,u) de Hm,c- 
On prend 

ou sgn : S„j x • • • x S^^ — > 6st le morphisme "signature". 

On note 

CM = (-1)''(^).(H,Hm)2'^«^^MM)-1 < fSH,SH,, >G Q^ 

oil fiH est le cocaractere de H^; determine par la donnee de Sliimura comme dans 12.31 et 
um est rentier de la remarque 19.1.61 pour M. 

Theoreme 9.4.1 Si p est assez grand et si j est assez grand (d'une maniere qui depend 
de p), on a 

MGMa 

oil (H, A") est la donnee de Shimura de \2.3\ et est defini dans \8.1[ 

Demonstration. Le theoreme resulte du corollaire 17.3.21 du lemme 18.2.41 et de la pro- 
position 19.3.11 

□ 

Le lemme suivant donne des exemples de fonctions qui verifient les hypotheses du 
theoreme. Pour toute place v de Q, on dit qu'un element semi-simple 7 G H(Qt,) est une 
norme s'il existe g G G°(Q^,) tel que 7 G J\fg (cette condition a une sens, car Mg est une 
classe de conjugaison stable dans H*(Q„) et H est une forme interieure de H*). 

Lemme 9.4.2 Soit v une place Enie de Q. 

(i) Toute fonction de C^(H(Q„)) qui a un support assez petit verifie I'hypothese (H). 
(a) On suppose que H est quasi-deploye sur (Q^, (mais pas forcement non ramifie). 

Alors, pour toute (p G C^(G°(Q„)) de support assez petit, il existe une fonction 

f G C^(H(Q^)) associee a 4> Q^i verifie I'hypothese (H). 
(Hi) Soit M G Mg- On suppose que v est non ramifiee dans E (en particulier, Hq^ = 

Hq^ j et que le lemme fondamental ordinaire (cf \6.3\) est vrai en la place v pour H 

et Hm- Le diagramme commutatif 



Cm 



H 
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donne un diagramme commutatif 

7^(G0(Q,), G^Z,)) W(H(Q,), H(Z„)) 

n{M^{Q^,), M0(Z,)) H(Ha/(Q,), Hm(Z.)) 

qui verifie les proprietes suivantes : 

- les Heches horizontales sont les Heches de changement de base ; 

- la Heche verticale de gauche est la Heche de passage au terme constant en le 
sous-groupe parabolique standard de de sous-groupe de Levi M*^ ; 

- la Heche verticale de droite envoie une fonction f G C^(H(Qt,)) sur un tranfert 
a Ha/. 

En particulier, si le lemme fondamental en v est vrai pour H et tous ses groupes 
endoscopiques elliptiques, alors toute fonction dans I'image du morphisme de chan- 
gement de base ?i(G°(Q^), GO(Z^)) — > W(H(Q„), H(Z^)) veriHe I'hypothese (H). 

Demonstration. Le point (iii) est immediat, et on I'a inclus pour pouvoir y faire 
reference plus tard. 

Montrons (i). Pour tout M G Mgi on a une classe de H*(Q)-conjugaison de plon- 
gements H^f — > H*, et on fixe un de ces plongements. On identifie H^; et a 
Gm,E X GL„j^£; X • • • X Ghn^^E par le morphisme du debut de l3.11 Soit M S Aic- H existe 
un voisinage ouvert Um de 1 dans Ha,/(Qd) tel que tout element semi-simple de Um soit 
une norme (cela resulte du fait que I'elevation au carre est un isomorphisme de varietes au 
voisinage de 1). On choisit un voisinage ouvert Vm de 1 dans H* {E(^QQy) = H(£'(8)qQi,) 
tel que tout element semi-simple de Hj\,/(Q^) qui est conjugue dans il*{E (2)(Q Q^) a un 
element de Vm est conjugue dans Hm(Qd) a un element de Um (voir le lemme [5.4.31 
ci-dessous). 

On pose V = P| Vm et U = Vr\'H.{Qy). Alors U est un voisinage ouvert de 1 dans 
MeMc 

H(Q^). Soit / G C^(H(Q^)) a support dans U. Montrons que / verifie I'hypothese (H). 
Pour tout M E A4g, on choisit un transfert f^'^' de f k Um- Pour montrer qu'il existe 
une fonction de C^(M'^(Q^)) associee a f^'^' , il suffit, d'apres la proposition 3.3.2 de 
|La2j ■ de montrer que, pour tout 7 G tlMiQv) semi-simple, SO^{f^'^') = si 7 n'est 
pas une norme. Soit 7 G Hm(Q?;) semi-simple tel que SO^{f^^') / 0. Alors, d'apres 
la definition du transfert, il existe une image 5 de ^ dans H(Q^) telle que Os{f) 7^ 0. 
Autrement dit, 7 est conjugue dans H*(i? (giQ Q„) a un element de U. Comme U C Vm, 
ceci implique que 7 est conjugue dans Hm(Qd) a un element de Um, done que 7 est 
conjugue a une norme, done que 7 est une norme. 

Montrons (ii). D'apres (i), il suffit de verifier que, si U est un voisinage de 1 dans 
H(Q^), alors il existe un voisinage V de 1 dans G°(Q^) tel que toute fonction G 
C^{G°{Qy)) a support dans F a un transfert / G C^(H(Q„)) a support dans U. Cela 
resulte de la preuve du theoreme 3.3.1 de |La2| . 

□ 
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Lemme 9.4.3 Soient F un corps local de caracteristique 0, E une extension Rnie de 
F et H un groupe reductif connexe sur F. On pose G = Re/f^e- Soit M un sous- 
groupe de Levi de G. On suppose qu'il existe un groupe reductif connexe Hm sur F tel 
que M = Re/f^m,f (H-m n'est pas necessairement un sous-groupe de Hj. Soit U un 
voisinage de 1 dans Hj\f (^)- Alors il existe un voisinage V del dans G(F) tel que : pour 
tout 7 G Hm(-P) semi-simple, si 7 est conjugue dans G{F) a un element de V, alors 7 
est conjugue dans Ha/ (F) a un element de U. 



Demonstration. Soit (Si, . . . , S^) un systeme de representants des classes de conjugai- 
son (sous Hm(-F)) de tores maximaux de Hm (Pensemble de ces classes de conjugaison 
est fini car F est de caracteristique 0). Pour tout i £ {1,. . . ,r}, on note Tj = Re/f^i 
et Ui = U n Si{F), et on choisit un voisinage Wi de 1 dans Tj(F) = Si{E) tel que 
Wi n Sj(F) C Ui. Soit i £ {1, . . . ,r}. Alors Tj est un tore maximal de M, done de G, 
done, d'apres le lemme 3.1.2 de |La2j . il existe un voisinage Vi de 1 dans G(F) tel que 

r 

si un element t £ Tj(F) a un conjugue dans Vi, alors t £ Wi. On pose V = Vi. 

i=l 

Soit 7 £ Hjvf (F) semi-simple qui est conjugue dans G(F) a un element de V. Comme 
7 est semi-simple, il existe un tore maximal de H^/ qui contient 7, done on pent supposer 
qu'il existe i £ {1, . . . ,r} tel que 7 £ Si{F). En particulier, 7 £ Ti{F) ; or 7 est conjugue 
par G(-F) a un element de Vi, done 7 £ Wi. Comme Wi n Si{F) C Ui, on en deduit que 

-f£UiCU. 

□ 

En particulier, on pent deduire du theoreme 19.4.11 et de la proposition 19.2.31 une ex- 
pression du logarithme de la fonction L en un nombre premier assez grand du complexe 
d'intersection IC^V, si K est un sous-groupe compact ouvert de G{Af) assez petit. 

On rappelle qu'on a defini dans 12.31 un morphisme fiH ■ Gm,E — *■ Hg. On a 

{Gm,£; > = Gm,E X GJjni^E X • • • X GL„^^E 

Pour tout M £ TWg) ou note M-^^j I'ensemble des classes de conjugaison (par M'^(Q)) 

de cocaracteres /Uh^/ : — > Hm.e tels que le cocaractere Gm,E — > Hm,£; — > H^; 
soit conjugue a /i (par H(E')). Soit M £ Aic- On ecrit comme avant ilM,E = Gm,E x 
GL^+ g X GL^- ^ X • • • X GLj^+ ^ x GL^- ^. Alors tout element fiHM ^ 
unique representant de la forme 

avec pI +Pi = Pi- On note s{^ihm) = Pi ^ Pr et d{fiHM) = PiQi + Pi Qi ^ 

p^q^ +PrQr- ^ote d = d{fj,H) = PiQi + • • • +PrQr {d est la dimension de M^(H, X), 
pour tout sous-groupe ouvert compact K de H(Aj)). 





126 



Rappellons qu'on associe une representation r^^^^^ de ^'H.m,e a tout cocaractere 
fJ-HM ■ Gjm,E — > Hm.e (voir le lemme EXT]) . 

Soit M G Mg- Comme M*^ est un produit de groupes R^/qGLis^e, le theoreme 
de multiplicite 1 (prouve a ce niveau de generalite par Moeglin et Waldspurger dans 
|MWj ) dit que, pour toute representation admissible irreductible ttm de M'^(A), on a 
rudisci'^M) = ou 1. En particulier, si ttm est 0-stable et ^(^^^^('^m) 7^ 0, on a un 
operateur d'entrelacement canonique sur ttm (celui pour lequel n^'^isci'^M) = 1) ; on note 
At^j^j cet operateur d'entrelacement. 

Rappelons la definition de la fonction L en p du complexe d'intersection. 

Definition 9.4.4 Soit p une place de E au-dessus d'un nombre premier non ramifie 
dans E. On pose 

logL^isJC'^V) = ^ Tr(y , fir(M^(G, X)*^, IC^V^)), 

OU £ est un relevement du Frobenius geometrique et s est une variable complexe. 

CoroUaire 9.4.5 Soit K un sous-groupe ouvert compact assez petit de H(Aj). Alors il 
existe des fonctions (j)M £ C^(M.^{A)), M G A4g telles que, pour toute place p de E 
au-dessus d'un nombre premier assez grand de Q, on ait 

iogLp(s,ic^y) = 

ou, pour tout M G Mg, t^m parcourt I'ensemble des classes d 'equivalence de representations 
irreductibles 6-stables ttm de M'^(A) = 'H.m{^e) Qui sont sous-quotient de Vinduite pa- 
rabolique d'une representation irreductible 9-stable ttl de L''(A) veri&ant rridisd'^L) 7^ 0, 
pour un sous-ensemble parabolique L de M, et, pour une telle ttm, on a note ttm,p 1st- com- 
posante en p deTTM vue comme representation detlMi^E) etaj^j^j = {n^)~^\det{9,Lie{Ai^o/ A]^.fo))\ 



Demonstration. D'apres le lemme [9.4.21 si K est un sous-groupe ouvert compact assez 
petit de H(Aj), alors la fonction Ik verifie I'hypothese (H). On fixe un tel K, et on 
suppose aussi que K est assez petit pour que les resultats de 1 1 . 71 s ' appliquent . Soit S un 
en semble fini de nombres premiers contenant I'ensemble des nombres premiers ramifies 
dans E et tel que K = K^K-^, avec K5 C H(A5) et K"^ = H(Zp). Pour tout M G Mg, 

on choisit un transfert /J^*^ de Ik^ a Hm et une fonction (/>m,5 £ C'^(M°(A5)) associee 
a et on note (/)f^ = l^s , ou Kf^ = H ^^(Zp), et 0m = 4>M,s(t>M- 

(i) 

Soient p ^ S et j £ N* . On va associer a tout ^ fonction <t)jl„^,^,p G 

'H(M'^(Qp), M'^(Zp)). On rappelle qu'on a fixe (arbitrairement) une place p de S au- 
dessus de p (cf l2.ip . Soit L I'extension non ramifiee de Ep de degre j dans Qp. Pour tout 
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£ ^Hai ) on note (j)'^}j^^,p le produit de {Npy^'^ <^{i-^H^j))/'i I'image de la fonction 
ffiHui^L de 'H(M'^(L), M''(C'i)) associee a fiM,L comme dans 15. ll par le morphisme 

H{HM{L),nM{OL)) -^n{UM{E^),-llM{OE^)) ^n{M\Qp),M\Zp)), 

oil la premiere fleche est le morphisme de changement de base et la deuxieme fleche est : 

- I'identite si p est inerte dans E (done MO(Qp) = Hm(-Ep)) ; 

- le morphisme h i — > {h, IrmCCb ,)) si p est decompose dans E et p' est la deuxieme 

place de E au-dessus de p (done M°(Qp) = Hm(-Ep) x Hm(-E'p'))- 
Soient TTp une representation non ramifiee 6'-stable de M°(Qp) et 99^^, : Wq^ — > ^M^ 
un parametre de Langlands de vTp. Comme vr^ est 6'-stable, on pent supposer que ipj^^ se 
factorise par I'image de ^H^.Qp — > ^■'^Qp' Notons (pp le morphisme We^ — > ^ii]\i^Ep 
qui se deduit de ip-^p. Si p est inerte dans E, alors Hm (-E'p) = ]V[''(Qp), et (pp est un pa- 
rametre de Langlands de TTp, vue comme representation de Hm(-E'p)- Si p est decompose 
dans E et p' la deuxieme place de E au-dessus dep, alors M°(Qp) = JiM{Ep)x'H.M{Ep'), 
done TTp = TT (g) tt', oil vr (resp. tt') est une representation admissible irreductible de 
Hm(-E'p) (resp. Hm(-E'p'))- Le morphisme (/?p est un parametre de Langlands de vr. 
D'apres le theoreme 15.1.21 et le lemme 19.3.61 si A.,^^ est un operateur d'entrelacement 
normalise sur Tip, on a 

TV(^p(0!f2A„p)^-p) = (iVpy'/'Tr(r_^,^^ oc^^(<I>J^))TV(7rp(lM0(z,))^.J. 
On pose 

Les calculs de l5.3l et de la fin de 19.31 impliquent que I'image de (p^lj p par le morphisme de 
changement de base est la fonction Jhm^p definie apres le theoreme 17.2.11 Le corollaire 
resulte done des calculs ci-dessus, du theoreme 19.4.11 et de la proposition 19. 2. 3[ 

□ 

Une autre application du theoreme 19.4.11 est le corollaire suivant. Dans ce corol- 
laire, E est toujours une extension quadratique imaginaire de Q. On fixe n S N* et 
on note Oq I'involution g 1 — > (5*)"^ de RE/([^G'Ln,E (on a note g* = ^g, oil g 1 — > 'g 
est Taction de I'element non trivial de Gal(-E/Q)) ; donne done une involution de 
GL„(C) = {RE/QG'hn,E){^)- Le morphisme Oq est I'involution induite par I'element 
non trivial de Ga^E'/Q), si on voit GJjn,E comme \J{n)E- Si p est une place non ra- 
mifiee de E et vr^ est une representation non ramifiee de \]{n){Ep), on note log Lp(s, TTp) 
2 

(resp. log Lp(s, TTp, /\)) le logarithme de la fonction L de vTp associee a la representation 
standard (resp. au carre exterieur de la representation standard) de U(n) = GL„(C). 

Corollaire 9.4.6 SoUttq une representation automorphe cuspidale Oo-stable de GhniAE) 
telle que ttq^oo soit temperee (011 00 est Vunique place infinie de E). On suppose qu'il 
existe une representation irreductible (complexe) 60-stable de dimension Rnie Wq de 
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GL„(C), algebrique sur M et de caractere central trivial, telle que ep{9o, 7ro,oo ® Wq) ^ 0. 
Alors il existe un ensemble Bni S de nombres premiers (contenant les places ou ttq est 
rami&ee), un corps de nombres K, un entier strictement positif N et une famille de 
representations ax de Gal(Q/£') a coefficients dans K\, ou A parcourt I'ensemble des 
places Rnies de K, tels que : 

(i) les representations ax sont non ramiHees en dehors de S, pures de poids 1 — n si n 

n'est pas divisible par 4 et mixtes de poids compris entre 2(2 — n) — 1 et 2(2 — n) + 1 

si n est divisible par 4 ; si n est divisible par 4 et le plus haut poids de Wq est 

regulier, alors ax est pure de poids 2(2 — n) ; 
(a) pour toute place p de E au-dessus d'un nombre premier p ^ S, pour toute place 

A de K, on a 

Tl — 1 

log Lp{s, ax) = N log Lp{s H —,7ro,p) 

si n n 'est pas divisble par 4, et 

2 

logLp(s,cjA) = N log Lp{s + {n- 2),7ro,p,/\) 

si n est divisible par 4 (ici, Tip est la composante en p de ttq, vue comme representation 
deU(n)(Aij)j. 

En particulier, si n n'est pas divisible par 4, ou si n est divisible par 4 et le plus haut 
poids de Wq est regulier, alors vr verihe la conjecture de Ramanujan-Petersson en toute 
place de E au-dessus d'un nombre premier p ^ S. 

Demonstration. On definit une representation automorphe cuspidale vr de A^xGL„(A£;) 
et une representation de dimension finie de x GL„(C) par vr = 1 (8> ttq et 
W = 1 <^ Wq, ou 1 est la representation triviale de ou C^. Soit I'involution de 
RE/QG'm,E X RE/QGLn,E defiuie par 9{X,g) = (A, A(/)"^), pour A e RE/Q'G'm,E et 
g G RE/qGhn^E- Alors tt etW sont 6'-stables, et ep{6,n(SiW) ^ 0. On pent evidemment, 
sans changer les proprietes ci-dessus, composer Q par un automorphisme interieur. En 
particulier, on pent supposer (et on le fera) que 6{X,g) = (A, AJp^^g^ (g*)"^ J~J^J, ou 
Pi,qi € N* sont tels que pi+qi = n et Jp^^q^ G GL.„(Z) est la matrice (definie dans l2.l( ) 
de la forme hermitienne qui donne le groupe GU(pi,gi). 

On note, comme plus haut, H = GU(pi, gi) et G" = Re/qUe- On a G*^ = RE/Q^m,E>^ 
RE/QG'Ln,E, et I'involution 6 de G° definie ci-dessus est I'involution donnee par I'element 
non trivial de Gal(£'/Q). On suppose que le groupe H est quasi-deploye (mais pas 
forcement non ramifie) en toute place finie de Q. La representation ^-stable W de G'^(ffi) 
est associee comme dans la remarque 19.1.61 a une representation algebrique irreductible 
V de He (ceci resulte du fait qu'on a suppose Wq algebrique sur R). Comme ep{9, tToo 
W) 7^ et TToo est temperee, il resulte de la remarque 19.1.61 et du theoreme 19.1.51 que 
TToo = TTy, avec les notations du debut de cette sous-section. 

Soit S la reunion de I'ensemble des nombres premiers ramifies dans E et de I'ensemble 
des nombres premiers oii vr (vue comme representation de G'^(A)) est ramifiee, et soit 
Ks C G^{As) un sous-groupe ouvert compact tel que vr^^ / {0}. D'apres le lemme 
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19.4.21 quitte a retrecir K5, on peut supposer qu'il existe une fonction fs € C^{'H.{As)) 
associee a 4>s '■= Iks et verifiant I'hypothese (H). Pour tout M S A^G) on fixe un 
transfert f^'^' de fs a Hm et une fonction (pM^s £ C^i^^i^s)) associee a /_^". Si 
p ^ S,M e Mg et (l)p e W(GO(Qp),GO(Zp)),'on note b{^p) G W(HO(Qp), HO(Zp)), 
b{cl)p)^^' G W(Hm(Qp),Ha/(Zp)) et 0Af,p G W(MO(Qp), MO(Zp)) les fonctions obtenues 
a partir de 4>p en suivant les fleclies du diagramme commutatif du point (iii) du lemme 
19.4.21 Enfin, on a pour tout M G Mg une fonction 0m,oo S C^(M°(M)) definie a partir 
de V, comme dans le theoreme 19.4.11 

Soient Kh^s C K5 n H(A5) un sous-groupe ouvert assez petit pour que fs soit bi- 
invariante par K^^^^ et Kh = K.h,s Yl H(Zp) ; Kh est un sous-groupe ouvert compact de 

H(Aj). Quitte a ajouter des nombres premiers a 5" et a retrecir Kh^s, on peut supposer 
que les resultats de ll.7l s'appliquent a H et Kh, pour tons les nombres premiers p ^ S. On 
a construit au debut de lS.ll un corps de nombres K et, pour chaque place finie A de K, une 
representation A-adique virtuelle de dimension finie Wx de Gal(£'/Q) x TC A f),KH) 
(la cohomologie du complexe IC^^V) telle qu'on ait une decomposition 

oh tthj parcourt I'ensemble des classes d'equivalence de representations admissibles 
irreductibles de H(Aj) telles que vr]^^ 7^ {0}, et les Wx{tthj) sont des representations 
A-adiques virtuelles de Gal(-E/Q). 

On note UniTTf) I'ensemble des classes d'equivalence de representations admissibles 
irreductibles de H(Aj) telles que tt]^^ 7^ {0} (en particulier, tthj est non ramifiee en 
dehors de S) et telles que, pour tout p ^ S, si ip.,r„ ^ : Wq^ — > ^Hq^ est un parametre de 
Langlands de 7rH,p, alors le compose de ^-kh p et de I'inclusion ^Hq^ — > (definie 
dans I'exemple I9.1.ip est un parametre de Langlands de vr^. 

D'apres le theoreme de multiplicite 1, on peut choisir un operateur d'entrelacement 
normalise Aj^ sur vr tel que, avec les notations de la proposition 19.2.31 ^'^■^^{ir) — 
rn^^gjj^) = 1. On note comme avant ■ 'Gm,E — > H^; le cocaractere defini par la 
donne de Shimura, r_^^ la representation de ^He associee a —fin (cf I5.ip et d = piqi- 

On pose (t)°° = 4>sUp^s'^G°(i'p) f°° = fsUp^s'^m^p)- ^ P^^^^ ^^^^ '^^ ^ 
au-dessus d'un nombre premier p ^ S. On note vTp la composante de vr vue comme une 
representation de H(A£;) et : We^ — > ^'^Ep un parametre de Langlands de tt^. 
Montrons que, pour toute place \ ){p de K et pour tout j G Z, 
(*) 

CG{Npf^'^ Tr(r_,,^o^p(ci>i )) Tr(vr;(^-)A^) = Tr(7rH,/(/°°)) Tr($;, Wx{7:hj)), 

oil G We^, est un relevement du Frobenius geometrique. II suffit de montrer cette 
egalite pour j assez grand (d'une maniere qui depend eventuellement de p et A). 

Soit A une place finie de K telle que A /\p. Soit j G N*. On associe a fin et j une 
fonction 4^'^ G W(G°(Qp), G°(Zp)) comme dans la preuve du corollaire 19.4.51 Rappelons 
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la definition. Soit L une extension non ramifiee de degre j de E^. Alors (j)p est I'image 
de la fonction f^^^i associee a ^lh comme dans 15.1 1 par le morphisme 

W(H(L),H(Oi)) ^ W(H(i?p),H(OsJ) ^ W(GO(Qp),GO(Zp)), 

ou la premiere fleche est le morphisme de changement de base et la deuxieme fleche est : 

- I'identite si p est inerte dans E (done G°(Qp) = H(^p)) ; 

- le morphisme h i — > {h, 1h(C'b ,)) si p est decompose dans E et p' est la deuxieme 

place de E au-dessus de p (done G°(Qp) = H(£;p) x 'iii{E^i)). 

Alors b{4>p^) est la fonction fn^p definie apres le theoreme 17.2.11 De plus, d'apres le 
theoreme 15 . 1 . 2 l et le lemme [9.3.6l si Tip est la composante en p de tt vue comme representation 
de G''(A) et A^^^ est un operateur d'entrelacement normalise sur vr^, on a 

Tr(^p(0W)A^J = (Arpy'^/2Tr(r_^^^^ o<^p(cI>;))Tr(^p(lGO(z,))vl.J. 

Soit M G A4g- On note Rm I'ensemble des representations irreductibles 0-stables 'km 
de M''(A), non ramifiees en toute place finie v ^ S, sur lesquelles il existe un operateur 
d'entrelacement normalise A.,^^j tel que : 

(i) ^disc^'^M) - m^isci^M) / 0, 

et I'une au moins des conditions (ii) et (ii') ci-dessous est verifiee : 

(ii) Tr{7rM,s{4>M,s)AnM) / et Tr(7rM,oo(0M,oo)^7rM) 0, 

(ii') Tr:{lG{nM,s){cps)A^J / et TV(/G(7rM,oo)(0oo)^.„) / 0; 
(oil Ip designe I'induite parabolique d'un sous-ensemble parabolique P de Levi M a G, 
et on note toujours At^^^j I'operateur d'entrelacement sur cette induite donne par At^^^j). 
Alors Rm est fini. On note Ri I'ensemble des representations irreductibles vr' de G(A) 
telles que vr' 9^ vr et qu'il existe M G Mg et ttm £ Rm tels que vr' soit un sous-quotient 
de I'induite parabolique de ttm- Alors Ri est aussi fini. On note R2 I'ensemble des classes 
d'isomorphisme de representations irreductibles 0-stables vr' de G^(Aj), non ramifiees en 
dehors de S, telles qu'il existe une representation irreductible admissible tt^j de H(Aj) 
verifiant : 

(i) TT^^ 7^ {0} (done TTjjj est non ramifiee en dehors de S) ; 

(ii) pour toute place finie f 5 de Q, si 99,^^ v • — ^ ^Hq„ est un parametre de 
Langlands de tth,v, alors le compose de V'tth^ I'inclusion ^Hq„ — > ^^Q„ 

un parametre de Langlands de tt^ ; 

(iii) Wx{7THj)^0; 

(iv) -KHJ UH{TTf). 

Alors i?2 est aussi fini, et vr i?2- D'apres le theoreme de multiplicite 1 fort pour G*^, il 
existe une fonction ^-^^ip} e W(GO(aJ''^^^), K^""^^^) (ou K^""^^^ = n G^i^v)) telle 

v^SU{p} 

que Tt{tt^'~'^p^ {g^'~'^'P^)ATr) = 1 et, pour tout vr' G i?i U R2 et tout operateur d'entrelace- 
ment normalise A^, sur vr', TT{iT'^^^P\g-'^^^P^)A^,) = 0. Alors 

TTi7TficPs<P'''^^Ui'^)A.) = Tr(vr/(0-)^O(Arp)'^^V2xr(r_^^ o ^^(cl,^^)), 
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et, par ailleurs, d'apres le theoreme 19.4.11 (et le fait que Tr(7roo((/'G,oo)) = 1), on a pour 
j assez grand 

On remarque que, pour toute place finie de Q non ramifiee dans E, si ■kh,v est une 
representation non ramifiee de H(Q„), si ip^ : Wq^ — > ^Hq^ est un parametre de Lan- 
glands de tth,v, si vr^ est la representation non ramifiee ^-stable de G°(Q„) associee au pa- 
rametre de Langlands Wq^ ^Hq^ — > ^ I'operateur d'entrelacement 
sur 7r(, qui est trivial sur (Tr^,)^''^^''), alors, pour toute fonction (f)y G 7i{G^{Qv), G^{Z^)), 

Ceci implique que 

et finit la preuve de I'egalite (*). 

Rappelons que Ton a demande que le groupe GU(pi,gi) soit quasi-deploye en toute 
place finie de Q. On utilise ici les calculs de la cohomologie galoisienne des groupes 
unitaires faits dans la section 2 de |C14j . Si n est impair, ces calculs impliquent que le 
groupe GU(pi, qi) est quasi-deploye en toute place finie de Q, quels que soient pi et qi. 
On prend pi = 1 et gi = n — 1. Supposons que n est pair. Si n/2 est impair, on prend 
pi = 1 et gi = n — 1. Si n/2 est pair, on prend pi = 2 et qi = n — 2. Verifions que 
GU(pi, gi) est bien quasi-deploye en chaque place avec ces choix de pi et qi. On note D 
le discriminant de E. Soit b un nombre premier. Si b ne divise pas D, alors GU(pi,gi) 
est non ramifie en b (et en particulier quasi-deploye). On suppose que b divise D. Alors 
I'invariant de GU(pi,gi) en b est si —1 est une norme dans Qb, et qi + n/2 mod 2 
sinon. Or, d'apres le choix de qi, qi+n/2 est pair. Notons par ailleurs que Ton a d = n—1 
si n n'est pas divisible par 4, et d = 2(n — 2) si n est divisible par 4. 

On applique maintenant le lemme 18.2.21 Comme on a considere comme un coca- 

ractere de H sur E et que H est deploye sur E, la representation r-^jj de ^He = H x We 

est triviale sur We- Notons p la contragrediente de la representation standard de GL„(C) 

et X le caractere z i — > de C^. D'apres le lemme I8.2.2| la restriction de r^^^ a 

^ 2 

H = X GL„(C) est X (X" /O si n n'est pas divisible par 4, et x ^S" A P si n est divisible 

par 4. 

Soient p une place de E comme ci-dessus, au-dessus d'un nombre premier p ^ S, et 
A /fp une place finie de K. On fixe un parametre de Langlands {z, {zi, . . . , Zn)) de tt^ 
dans le tore maximal x (C^)" de H = x GL„(C) ; comme vr = ICSvro, on a z = 1. 
Pour toute tthj S UniT^f), 

on note (Zi, i G -^tt^ f? Vcileurs proprcs $p ctgisscint sur 
^xi^Hj)^ n^, i E I-KH f> leurs multiplicites (qui sont des entiers relatifs), et 

b^^^^. = c^' Tr(vr;(0-)AJ-i Tr(^^j(/-)) 
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(^TTH/ 6st independant de p). D'apres I'egalite (*), on a, pour tout j £ Z : 
(**) ^Npfj/\z^'^ + --- + Z-'n= Yl b-nj E 

ou A; = 1 si n n'est pas divisible par 4, et A; = 2 si n est divisible par 4. Ceci implique qu'il 
existe un entier naturel > (independant de p) tel que Nj^^ ^ := Nh-j^^ ^ S Z, pour 
tout T^Hj £ n//(7rj). De plus, pour tous t^hj S n//(7rj) et i G I-kh ^ -^Trn/^i > 0- 
En particulier, 

''^h,s&^h{t^ f) 

est une vraie representation de Gsl{Q_/ E) (et pas seulement une representation virtuelle) ; 
on la note a\. Alors I'egalite (**) devient : pour toute place p de £^ au-dessus d'un nombre 
premier p ^ S, si \ j(p, alors, pour tout j G Z, 

k 

ou k est comme avant egal a 1 si n n'est pas divisible par 4, et a 2 si n est divisible 
par 4. On a bien obtenu la relation de I'enonce entre vr et ax (comme U(n) est une 
forme interieure de \J{pi,qi), on pent voir ipp comme le parametre de Langlands de la 
composante en p de vr, vue comme representation de U(n)(A^)). 

II reste a calculer le poids de ax. Comme la representation algebrique V de U(n)c 
est pure de poids au sens de 11.31 (car Wq est de caractere central trivial), le complexe 
IC^V est pur de poids 0. On ecrit 

2d 

wx = Y^i-iywi 

la decomposition de Wx selon le degre de cohomologie. Pour toute representation irreductible 
admissible tthj de H(Aj) telle que T^H^j^ 7^ {0}, on obtient une decomposition 

2d 

Wx{7:Hj) = Y.(-ir^{{7^Hj), 

i=0 

et la representation WKtthj) de Gal(Q/-E) est pure de poids i. 

On note toujours (1, {zi, . . . , z„)) le parametre de Langlands de vr^. Supposons d'abord 
que n n'est pas divisible par 4. L'egalite (**) implique que logjvp \ zi\ S pour tout 
i G {1, . . . , n} (car les Oj verifient la meme propriete). Or on salt que — ^ < log^vp \zi\ < \ 
pour tout i S {1, . . . , n} (cf |C13j lemme 4.10 ; noter que les hypotheses sur tToo impliquent 
que vr est algebrique reguliere au sens de ^C13j . et que Clozel utilise une normalisation 
difFerente des Zi), done \zi\ = • • • = = 1. On en deduit que, si t^hj £ ^niT^f), on a 
W'^{'KH,f) = si i / d. Done ax est pure de poids —d = 1 — n. 
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Supposons maintenant que n est divisible par 4. L'egalite (**) implique seulement 
que log^plzjl G On sait comme avant que les log;vp|zi| sont dans ] — |,^[, done 
logp \zi\ E {— |, 0, pour tout i £ {1, . . . , n}. En utilisant a nouveau (**), on en deduit 
que les seuls W^{TTH,f) qui interviennent dans ax sont ceux pour lesquels d— I < i < d+1. 
Ceci prouve I'encadrement des poids de 0"^. Supposons que le plus haut poids de Wq est 
regulier. Alors le plus haut poids de V est regulier, et, d'apres le lemme [8.2.5( = si 
i ^ d, done ax est de poids —d = 2(2 — n). 

□ 

On utilise maintenant des resultats d' Arthur et Clozel ( |AC| ) pour obtenir des in- 
formations sur les representations automorphes de GL„(A). Soit r une representation 
irreductible admissible de GL„(A). Rappelons (voir par exemple [C14j 3.1) qu'on dit que 
r est algebrique si on pent choisir le parametre de Langlands ip : Wm. — > GL„(C) de Too 
pour qu'il existe pi, . . . gi, . . . , g„ G Z tels que, pour tout z S Wc = , on ait 



ip{z) 



n — 1 I n — 1 



V ^Pn + — ^n + — I 

On pent suppose que pi > • • • > Pn- On dit que r est algebrique reguliere si pi > • • • > pn- 

CoroUaire 9.4.7 Soit t une representation automorphe cuspidale algebrique reguliere 
autoduale de GL„,(A). Soit E une extension quadratique imaginaire de Q. Alors il existe 
un ensemble Gni S de nombres premiers (contenant les places oil r est ramiHee), un corps 
de nombres K, un entier strictement positif N et une famille de representations ax de 
Gal(Q/£') a coefRcients dans Kx, ou X parcourt I'ensemble des places Rnies de K, tels 
que : 

(i) les representations ax sont non ramiRees en dehors de S, pures de poids 1 — n si n 
n'est pas divisible par 4 et mixtes de poids compris entre 2(2 — n) — 1 et 2(2 — n) + 1 
si n est divisible par 4 ; si n est divisible par 4 et pi > p2 + 1 > ■ • • > Pn + in — I), 
avec pi, . . . ,pn comme ci-dessus, alors ax est pure de poids 2(2 — n) ; 

(a) pour toute place p de E au-dessus d'un nombre premier p ^ S, pour toute place 
Hnie A J(p de K, pour tout j £ "Z, on a 

Tr{ax{%)) = NiNpy(-~'y'Tr{^,^i<^l)) 

si n n'est pas divisible par 4, et 

2 

Triax{%)) = N{Npy(-'')Tr{f\ipr^{<^i)) 

si n est divisible par 4, oil iprp ■ Wq^ — > GL„(C) est le parametre de Langlands de 
Tp et £ est un relevement du Frobenius geometrique. 
En particulier, si n n'est pas divisible par 4, ou si n est divisible par A et pi > p2 + l > 
■ ■ ■ > Pn + {n — 1), alors r veriRe la conjecture de Ramanujan-Petersson en tout nombre 
premier p ^ S. 



134 



Demonstration. On note 6 I'involution g i — > {g*)~^ de RE/QG'Ln,E- Si V est une 
representation algebrique irreductible de GL„^c> on lui associe une representation 6- 
discrete vry de GL„(£' M) comme au debut de cette sous-section. 

Soit vr la representation automorphe (non cuspidale a priori) de GL„(A£;) associee 
a r par la theorie du changement de base pour GL„ et I'extension E/Q (cf |AC] 
theoreme III. 4. 2). D'apres [C14] 3.1, vr est 0-stable (oii on note toujours 9 la restric- 
tion a Re /qGhn^E de I'automorphisme 9 de RE/QGjm x RE/qGhn), tToo est temperee et 
Pi+Qi = 1 — pour tout i £ {1, . . . , n}. De plus, on voit facilement que, comme r est auto- 
duale, on doit avoir pi+pn-^-i-i = 1 — n pour tout i G {1, . . . , n}. Pour tout i £ {1, . . . , n}, 

n 

on note Oj = + z — 1. On a ^ aj = 0. Soit V la representation algebrique de GL„^c de 

i=l 

plus haut poids (ai, . . . , a„) (pour le tore diagonal et le sous-groupe de Borel standard), 
et soit pv la representation admissible 0-stable de GL„(£^(8)(qM) associee a V comme dans 
la remarque 19.1.61 D'apres la proposition 3.5 de |C14j . on a ep{9,7roo pv) / 0. Comme 
TToo est temperee, la remarque l9.1.6l et le theoreme 19.1.51 impliquent que tToo — Try, done 
que TToo est ^-discrete. En particulier, tToo ne pent pas etre un sous-quotient d'une induite 
parabolique, done vr est cuspidale. 

On pent done appliquer le corollaire l9. 4.61 a vr. On obtient une famille de representations 
ax de Gal(Q/£'). Le point (i) resulte du point (i) du corollaire 19.4.61 et du fait que le 
plus haut poids de V est regulier si et seulement si pi > p2 + 1 >■■■> Pn + (iT' — 1). II 
reste a verifier I'egalite du point (ii). 

Notons H = U(n), H' = GL„, G° = Re/qUe = Re/q^^'e^ ^' I'involution g i — > g 
de G°. Notons, comme dans [3?T1 G GL„(Z) la matrice de coefficients : {^n)i,j = 
{—iy^^6i^n+i-j- On a un isomorphisme G° ~ GL„(C) x GL„(C) tel que : 

- le plongement H' = GL„(C) — > G^ soit g i — > ig,g) 

- le plongement H = GL„(C) — > 6° soit g i — > {g, <^>Jg-^^-^) ; 

- pour tout {g,h) G GO, 9{g,h) = i^Jh-^<i>-\<Pn'9-^'^n^) et 9'{g,h) = {h,g). 

On note T le tore diagonal de G". Soit p ^ S un nombre premier. On note x = 
{{yi, . . . ,yn), {zi, . . . , Zn)) G T^^^*^*'2p/'Qp) le parametre de Langlands de Tip. Comme vTp 
est 0-invariante et ^'-invariante, on pent supposer que 9{x) = 9'{x) = x, c'est-a-dire 
que yi = Zi = yn+i-i pour tout i G {1,... Supposons que p est inerte dans E. 
Alors H(£'p) ~ H'(£'p), et le parametre de Langlands de VTp, vue comme representation 
de H(£'p) ou H'(i?p), est (y^,...,y^); d'autre part, le parametre de Langlands de 
est {yi, ■ ■ ■ ,yn), done I'image par de ^e^, est (yf , . . . , y^). Supposons que p est 
decompose dans E, et notons p et p' les places de E au-dessus de p. On a GO(Qp) = 
'H.iEp) X H(£'p/) = H'(^p) X H'{E^/). On ecrit vTp = vTp vTp/ = tt^ (g) vr^,, oia vTp (resp. 
TTp/, resp. VTp, resp. vr^,) est un representation irreductible de H(Sp) (resp. H(£'p/), resp. 
il'{Ep), resp. H'(Sp/)). Alors le parametre de Langlands de Tp, iTp, TTp/, TTp ou t t^, est 
(yi, . . . , y„). Ces calculs montrent que le point (ii) resulte du point (ii) du corollaire 19.4.61 

□ 
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10 Le lemme fondamental tordu 



Le but de cette section, qui ne pretend a aucune originalite ni generalite, est de montrer 
que, pour le cas particulier d'endoscopie tordue qui apparait dans la stabilisation de la 
formule des points fixes (voir par exemple 16.30 et pour les groupes consideres dans ce 
travail, le lemme fondamental pour une fonction quelconque de I'algebre de Hecke resulte 
du lemme fondamental pour I'unite. On imite la methode de Hales ( |H2j ). qui est celle 
de Clozel ( |C12j ). avec la simplification suggeree par le referee de Particle |C12] . 

10.1 Enonce du lemme fondamental 

On se place dans la situation suivante : Soit F un corps local non archimedien de 
caracteristique ; on fixe une cloture algebrique -F de -F et on note F^^ I'extension non 
ramifiee maximale de F dans F et Tp = Ga\.{F /F). On fixe une uniformisante wp de 
F. Soit G un groupe reductif connexe non ramifie sur F ; on suppose que G est defini 
sur Op et que G{Of) est hyperspecial dans G{F). Pour un tel groupe G, on note 
Tic = 'H{G{F),G{Of))- Soit (H,s,r/o) un triplet endoscopique de G (au sens de |K4] 
7.4). On suppose que : 

- H est non ramifie sur F, H est defini sur Op et 'H.{Of) est hyperspecial dans H(F) ; 

- il existe un L-morphisme t] : — > ^G prolongeant 7]q et non ramifie, c'est-a-dire 
provenant par inflation d'un L-morphisme H xi Gal{K/F) — > G x Ga\{K/F), ou 
K est une extension finie non ramifiee de F. 

On choisit un generateur a de WpnTjp. Soit FjF une extension finie non ramifiee de F 
dans F, de degre d G N*. Soit R = Rp/pGp. On note 9 I'automorphisme de R induit 
par I'image de a dans Gal(£'/F). 

Kottwitz a explique (cf [K9j p 179-180) comment associer a cette situation une donnee 
endoscopique tordue pour {R, 6, 1) (au sens de [KSj 2.1). On & R = G'^, avec les actions 
de et o" donnees par les formules 

%i, • ■■,ad) = {92, ■ ■ -,9(1,91) 

(^{91,- ■ ■ ,9d) = {(^{92),---cr{gd),cr{gi)). 

En particulier, le plongement diagonal G — > R est VFi?-equivariant, done se prolonge de 
maniere evidente en un L-morphisme ^G — > ^R. On note ^' : — > ^R le compose 
du morphisme i] : — > ^G et de ce L-morphisme. Soient ti,. . . ,td G Z(H)^^Z(G) 
tels que s = ti . . .t^- On note t = {ti, . . . ,td) £ R. Soit ^ : — > ^R le morphisme tel 
que : 

- est le compose de tjq : H — > G et du plongement diagonal G — > R ; 

- pour tout element w de Wp qui s'envoie sur a £ Wpnr/p, ^(l,tt;) = {t, l)^'(l,u;). 
Alors (H,^H,t, ^) est la donnee endoscopique de {R,6,l) cherchee. Kottwitz montre 
( |K9] ■ p 180) que cette donnee endoscopique ne depend pas, a equivalence pres, du choix 
de ti, . . . ,tfi- Le morphisme ^ induit un morphisme 

T~iR — > 'Hh, 
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que I'on notera (voir 15.3] pour le calcul de ce morphisme dans un cas particulier) . 

On note les facteurs de transfert, normalises comme dans jWa3J 4.6. Si 5 G RiF) 
est 0-semi-simple et 7 G M6, on note e{6) = e(G^), 011 e est le signe defini dans ^K2j ) ; 
ceci ne depend pas du choix de 7 (la notation M6 est celle de 19.11 : M5 est la norme de 
6, definie dans |La2] 2.4; c'est une classe de conjugaison stable de G(F)). 

Le lemme fondamental tordu pour une fonction / G TCji est I'enonce suivant : pour 
tout jH £ H(F) semi-simple fortement G-regulier, on a 

A(7H,/) := SO^Jb^if)) -Y,M^H,S)ei5)0seif) = 

5 

ou la somme est sur I'ensemble des classes de 0-conjugaison 0-semi-simples 6 de R{F). 
(On rappelle que 7// G H(F) semi-simple est dit fortement G-regulier s'il a une image 
dans G{F) qui est reguliere et dont le centralisateur est un tore.) 

Remarque 10.1.1 On a une variante evidente si on suppose seulement que E est un 
produit fini d'extensions finies non ramifiees de F tel que Auti?(-E) soit cyclique. 

10.2 Donnees locales 

On se place dans la situation de llO.ll On fixe un sous-groupe de Borel B (resp. B//) de 
G (resp. H) defini sur Op et un tore maximal Tq C Bg (resp. Th C B/^) defini sur Op. 
On note T/j = Rp/pTcE et B/j = Rp/pBc^E- On note Ir (resp. Ih) le sous-groupe 
d'lwahori de R{F) (resp. H(F)) defini par le sous-groupe de Borel B^j (resp. B/^). 

On note n(i?) (resp. n(H)) I'ensemble des classes d'equivalence de representations 
irreductibles 0-stables de R{F) (resp. de representations irreductibles de ii{F)) qui ont 
un vecteur non nul invariant par Ir (resp. Ih) - Pour toute vr G n(i?), on fixe un operateur 
d'entrelacement normalise A^^ sur vr ; si tt est non ramifiee, on choisit I'operateur d'en- 
trelacement normalise qui fixe les vecteurs du sous-espace vr^'-'^^^ 

On definit les donnees locales en imitant Hales ( [H2] 4.1). 

Definition 10.2.1 On appelle donnees locales pour R et (H, ^H,s,,^) la donnee d'un 
ensemble I et de deux families de nombres complexes (af (7r))jg/ 7ren(_R) et (af (^H))^g/^ 
tels que, pour tout i ^ I, les nombres (vr) (resp. af^(vr//)) soient nuls pour presque 
toute TT G n(i2)) (resp. tth G n(H)) et que, pour toute / G Tin, les conditions suivantes 
soient equivalentes : 

(a) pour tout iel, E a^i^^) Tr(^(/)A.) = E of ^h) Tr(7rj,(6g(/))) ; 

(b) pour tout £ H{F) semi-simple elliptique et fortement G-regulier, on a h-ipfH-, f) = 
0. 

Proposition 10.2.2 On suppose que G est adjoint, que la donnee endoscopique (H, s, rjo) 
de G est elliptique, qu'il existe un plongement admissible Th — > G d'image Tq, et 
qu'il existe des donnees locales pour R et (H,-^H,s,0- 

Alors, pour toute f G Ti.R et pour tout jh S H(F) semi-simple elliptique fortement 
G-regulier, on a A (7//, /) = 0. 
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Remarque 10.2.3 Si G est adjoint, alors le morphisme ^ : — > provient par 
inflation d'un morphisme H xi Ga\{K/F) — > R x Gal{K/F), ou K est une extension 
finie non ramifiee de F. En efFet, d'apres la definition de t, on a ^(1 x a'^) = ^'{s x a'^) 
(on rappelle que ^' est le compose de rj : — > et du "plongement diagonal" 
— y ^R). On a s G Z(H)'^^'Z(G). Comme G est adjoint, Z{G) est fini ; comme de 
plus H est un groupe endoscopique elliptique de G, Z(H)^^ est aussi fini, done s est 
d'ordre fini. Soit k e W tel que s'^ = 1. Alors ^(1 x a'^'^) = .^'(1 x cj'^'^). Comme, par 
hypothese, 7/(1 x o"^) = 1x0"'' pour r assez divisible, on obtient, quitte a remplacer k 
par un multiple (non nul) : ^(1 x a'''^) = 1 x cr*. 

Avant de montrer la proposition, on prouve quelques lemmes. 

Rappelons que Ton dit qu'un element de H(F) ou G{F) est fortement compact s'il 
appartient a un sous-groupe compact, et compact si son image dans le groupe adjoint de 
H resp. G est fortement compacte (cf [Hlj §2). Tout element semi-simple elliptique de 
G{F) ou H(F) est compact, et un element stablement conjugue a un element compact 
est compact (ceci resulte directement de la caracterisation des elements compacts dans 
[Hlj §2). Si le centre de G est anisotrope (par exemple, si G est adjoint), les notions 
"fortement compact" et "compact" sont les memes pour les elements de G{F). II en est 
de meme pour les elements de H(F) si, de plus, (H, s, r/o) est elliptique (car le centre de 
H est alors anisotrope). 

Lemme 10.2.4 On suppose que les centres de G et H sont anisotropes. Soit A : Tin — > 
C une forme lineaire. On suppose que : pour toute f £ Tiji, si A^^(/) = pour tout 
£ H(F) semi-simple elliptique fortement G-regulier, alors A{f) = 0. 
Alors A est une comhinaison lineaire de formes lineaires 'Jh ' — > ^{jH, f), avec jh S 
H(F) semi-simple elliptique fortement G-regulier. 

Demonstration. Notons Uh C H(F) I'ensemble des elements compacts de H(F) et 
Ur I'ensemble des elements 0-semi-simples de R{F) dont la norme contient un element 
compact de G(F). Alors Uh est compact modulo conjugaison et Ur est compact modulo 
0-conjugaison (ces notions sont definies au-dessus du theoreme 2.8 de |C12j ). D'apres la 
version tordue de la conjecture de Howe ( [C12j theoreme 2.8), I'espace vectoriel des 
distributions sur TCr engendre par les / i — > Oseif), S G Ur et / i — > 0^jj{b^{f)), S 
Up, est de dimension finie. Si £ H(F) est semi-simple et elliptique, alors 7^ G Uh, 
et toute image de jh dans R{F) est dans Ur. En particulier, I'espace vectoriel engendre 
par les distributions 7^ 1 — > A{'yH,f), IH G H(F) semi-simple elliptique fortement 
G-regulier, est de dimension finie. La conclusion du lemme en resulte. 

□ 

On note S// le sous-tore deploye maximal de T//, ^r le sous-tore deploye maximal de 
Tr et VlH = 1^(S//(F),H(F)), Qr = ^{S r{F) , R{F)) les groupes de Weyl relatifs. On 
identifie Uh (resp. H-r) a <C[Sh /^h\ (resp. C[Sij/Oij]) par I'isomorphisme de Satake. Si 
z G (resp. Sr) et f £ Hh (resp. Hr), on note f{z) = fizVLn) (resp. f{z) = f{zQ.R)). 



138 



Rappelons la definition du morphisme : TLr — > TLh induit par ^ (cf |Boj sections 
6 et 7). Le groupe Q^h (resp. Q^r) s'identifie au sous-groupe des points fixes par Fi;' du 
groupe de Weyl 0(T//,H) (resp. r2(T/j,i?)). On note Nh (resp Nr) I'image inverse 
de (resp. VLr) dans Norg(T/^) (resp. Norg(T/j)), Yh = Sh (resp. Yr = Sr) et 
(H X a)ss (resp. {R xi a)ss) Tensemble des elements semi-simples de H xi o" C H xi Wpnr/p 
(resp. i? XI (7 C i? XI Wpnr^p); on rappelle que a est un generateur fixe de Wpnr/p. 
Comme X,{Sh) = X^Tnf^ (resp. X,{Sr) = ^.(Tr)^^), le groupe (resp. ^r) 
agit naturellement sur Yh (resp. Yr). De plus, on sait que : 

• la restriction a (T^^ ) (resp. {Tr ) ) du morphisme u : Th — > Yh (resp. 
u : Tr — > Yr) dual de I'inclusion Sh C Th (resp. Sr C Tr) est une isogenie ( |Bo] 
6.3) ; _ _ 

• I'application Th xi a — > Yh (resp. T/j xi cr — > Yr) qui envoie t a sur i/{t) induit 
une bijection 

(f^ X a)/Int Nh ^ Yh/^h 
(resp. (Tr X a)/ Int Nr ^ Yr/Qr) 

([Bo], lemme 6.4) ; 

• I'inclusion induit une bijection 

(T^ X (T)/lntNH ^ (H X a)ss/lntn 

(resp. (Tr X a)/ Int Nr ^ {R x a)ss/ Int R) 
([Bo], lemme 6.5). 

En particulier, on obtient des bijections i^h '■ (H x (T)ss/IntH — > Yh/^h et ipR : 
(R X (7)35/ Int i? — > Yr/VIr. Le morphisme ^ : — > ^R est non ramifie, done il 
induit un morphisme (H x (T)5s/IntH — > {R x (T)ss/Inti?, d'ou un morphisme 6| : 
y^/J^H — > Yr/Qr. Le morphisme 6^ : C[Yr/0] — > C[Yh/J1//] est le dual de b*. 

On note Y^ (resp. Y^) le sous-groupe compact maximal de Yh (resp. Yr). 

Lemme 10.2.5 Le morphisme 6| : Yh/^h — > Yr/^r envoie Y^/Qh dans Y^/^Ir et 
{Yh - Y^)/n dans {Yr - Y^)/^Ir. 

Demonstration. Soit K une extension non ramfiee de F telle que H et G soient deployes 
sur K ; on note r = [K : F\. Pour tout (^xcrEHxcrouiZxc", on pose N{g x u) = 
ga{g) . . . a'^~^{g). Soit G' I'ensemble des points complexes d'un groupe algebrique sur C. 
On copie la definition de [HI] §2 et on dit que g £ G' est fortement compact s'il existe 
un sous-groupe compact de G' qui contient g. On voit facilement que ceci revient a 
demander qu'il existe une representations fidele p : G' — > GLm(C) telle que les valeurs 
propres de p{g) soient toutes de module 1, et qu'un morphisme de groupes algebriques 
sur C envoie un element fortement compact sur un element fortement compact. Soit 
51 S H tel que 5 x it soit semi-simple. Montrons que (pH{g xi o") € Y^^/^Ih si et seulement 
si N{g X a) est fortement compact. Quitte a remplacer 5x0" par un conjugue sous H 
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(ce qui ne change pas les deux conditions), on pent supposer que g £ Th. Supposons 
que N{g xi a) est fortement compact. Alors i'{N{g xi a)) = v^gY G Yh est fortement 
compact, et ceci implique que v{g) est fortement compact, c'est-a-dire que ^{g) S Y^. 
Supposons que ifuig xi (t) = u{g)Q.H G Y^/Qh, c'est-a-dire que i^{g) £ Y^. Alors 

v{N{g yi a)) = y{gY G Y^. De plus, Th est commutatif, done N{g xi cr) G Th " ■ Comme 

la restriction v k Th est finie, on voit facilement que le fait que i'{N{g xi a)) G Y^ 
implique que N{g x] a) est fortement compact. On a evidemment un resultat similaire 
en remplagant H par R. 

Pour conclure, il suffit done de montrer que, pour tout (7 xi u G H x o", N{g x a) 
est fortement compact si et seulement si N{^{g x a)) est fortement compact. Soit .^0 '■ 
H — > R le morphisme induit par ^. Notons t' x o" = ^(1 x a). On voit facilement que, 
pour tout 5 G H, N{^{g x a)) = £,oiN{g x a))N{t' x cr). D'apres la remarque 110. 2. 3^ 
on pent quitte a remplacer K par une extension non ramifiee plus grande supposer que 
^(1 X a^) = 1 X , c'est-a-dire que N{t' x cr) = 1. Le resultat cherche resulte alors de 
I'injectivite de ^o- 

□ 



Lemme 10.2.6 Pour tous 5 G R{F) 9 -semi-simple 6-regulier 9-elliptique et 7// G H(i<') 
semi-simple regulier elliptique, les distributions f 1 — > Oseif) et / 1 — > 0^jj{b^{f)) sur 
TLr sont temperees. 

Demonstration. Rappelons que I'on dit que qu'une distribution sur TCr est temperee si 
elle se prolonge par continuite a I'espace de Schwarz des fonctions bi-i?(C'i?)-invariantes 
et a decroissance rapide sur R{F) (defini par exemple dans la section 5 de |C12| ). Pour 
la premiere distribution, de I'enonce, cela est prouve dans le lemme 5.2 de [C12| . De 
plus, on sait que la distribution fn 1 — > sur Tin est temperee (par exemple 

parce que c'est un cas particulier du lemme 5.2 de |C12] ). II suffit done de montrer que 
le morphisme : Tin — > TLh s'etend aux espaces de Schwarz. On imite la preuve du 
lemme 5.1 de [012] , 

Pour montrer que se prolonge en un morphisme entre les espaces de Schwarz, il 
suffit, d'apres la preuve du lemme 5.1 de |C12| . de montrer que 6| envoie Y'j^/VLn dans 
Y^/VLr. Ceci resulte du lemme [TO.2.51 ci-dessus. 

□ 

On dit qu'un element 0-semi-simple de R{F) est 9-compact si sa norme est compacte. 
On note Ic la fonction caracteristique de I'ensemble des elements semi-simples compacts 
de H(i^), et Iq-c la fonction caracteristique de I'ensemble des elements 0-semi-simples 
^-compacts de R^F). Si tth G n(H) et vr G n(i?), on definit la trace compacte de tth et 
la trace tordue 0-compacte de vr par les formules : 

Tr^iTTHifn)) ■■= TriTTHitjH)), fn G C-(H(F)) 

Tre„e(vr(/)A,) := Tr(7r(le_e/)^.), / G C^{R{F)). 
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Lemme 10.2.7 Soit it une representation admissible irreductible 6-stable de R{F), 
munie d'un operateur d'entrelacement normalise A^^, telle que la distribution f \ — > 
Tr6»-c(^(/)^7r) sur TLr ne soit pas identiquement nuUe. Alors vr S Il{R). 

Demonstration. D'apres le corollaire a la proposition 2.4 de |C12| . il existe un sous- 
groupe parabolique 0-stable P D Br de R tel que ttnp soit non ramifiee, oii Np est le 
radical unipotent de P et vrN^ est le module de Jacquet non normalise (c'est-a-dire le 
module des Np-coinvariants de vr). Done, si N est le radical unipotent de Bp, alors ttn 
est non ramifiee. D'apres la proposition 2.4 de |Cas] . ceci implique que tt^^ / {0}. 

□ 

Lemme 10.2.8 On suppose que les centres de G et H sont anisotropes et que le centre 
de H est connexe (cette derniere condition est automatiquement veriBee si G'^'^^ est 
simplement connexe, ce qui est le cas, par exemple, si G est adjoint). Solent 6 E RiF) 
9 -semi-simple 6-elliptique 9-regulier et jh G H(i<') semi-simple elliptique regulier. Alors 
la distribution f i — > Osg{f) sur Tin est combinaison lineaire de distributions f i — > 
Trg_c(7r(/)^7r), avec n £ n(i?), et la distribution fn ' — > 50^^(///) sur Tin est combi- 
naison lineaires de distributions fn ' — > T^^d'^HifH)), avec tth G n(H) qui provient par 
image inverse d'un element de Uiiiadj)- 

Demonstration. Montrons la premiere assertion. Soit / € TCr telle que Tre_c(7r(/)^7r) = 
pour toute vr G n(i?) ; montrons que Ose{f) = 0. Comme 6 est 0-elliptique, done 9- 
compact, on a Oseif) = Ose{h-cf)- Or Tr(7r(l6)_c/)A^) = Trg c(7r(/)^^) = pour 
toute vr G n(i?), done, d'apres le theoreme principal de |KR] et le lemme 110. 2. 7^ 
Oseih^cf) = 0. 

D'autre part, d'apres la version tordue de la conjecture de Howe (theoreme 2.8 de 
|C12] ). I'espace engendre par les distributions (sur TLr) f i — > Tr0_c(7r(/)A7r), vr G n(i?), 
est de dimension finie. Le resultat cherche resulte de ce fait. 

Montrons la deuxieme assertion du lemme. Comme Z(H.) est connexe et anisotrope, 
le lemme [TO.4.41 implique que, pour toute fn S Ti-n, SO^g{fH) = SO^'^{f'jj), oil 7^ est 
I'image de 'Jh dans Hadj (F) et est I'image de fn dans Ti-Hadj (definie dans le lemme 
I1U.4.4|) . La deuxieme assertion du lemme resulte alors de la premiere assertion, appliquee 
a Hadj (et a 6* = 1). 

□ 

On identifie le groupe des caracteres non ramifies de Tp(F) a Yp de la maniere habi- 
tuelle : si ip est un caractere non ramifie de Tp(F), la restriction de V' a Sp(F) correspond 
a un cocaractere fj,^ de Sp = Yp, et on associe a ip I'element z = ^^{wp)- Si z G Yp et 
ipz est le caractere non ramifie associe, on note I{z) la representation de R{F) obtenue 
par induction parabolique (normalisee) a partir de V'z : 

/(z)=/ndg^(4/>V.), 
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ou, si N est le radical unipotent de B^, = | det(Ad(t), Lie(N))| pour tout 

1/2 

t G Tg{F) (on voit 6^^ ®'4'z comme un caractere de Bij(F) via la projection B/j(F) — > 

T_r(F)). Si 6{z) = z, alors ipz est 6'-stable et muni d'un operateur d'entrelacement nor- 
malise canonique (qui est I'identite sur I'espace de Vz; c'est-a-dire C) ; on note ^/(z) 
I'operateur d'entrelacement normalise sur I{z) qui s'en deduit. On a des notations simi- 
laires pour H (bien sur, sans les operateurs d'entrelacement). 

Lemme 10.2.9 On suppose que G est adjoint. Soit vr S Il{R). Alors il existe z E 
Yr — Y^, stable par 9, et un sous-quotient 9-stable vr' de I{z), muni d'un operateur 
d'entrelacement Aj^i , tel que, pour tout f G Hr, Tre_c(7r(/)74^) = Trg^c{'^'{f)A.,^i). 

De meme, si tth S n(H) vient d'une representation dans n(Harfj), alors il existe zh G 
Yh — Y^ et un sous-quotient tt^ de I{zh) tel que, pour toute fn £ 'Hh, T^c{T^H{fH)) = 

Demonstration. D'apres la proposition 2.6 de [Casj . il existe z G Yr tel que vr soit une 
sous-representation de I{z). En examinant la preuve de cette proposition, on voit que z 
est necessairement ^-stable. Si z Y^, on a fini. Si z e Y^, comme G est adjoint, d'apres 
un resultat de Keys (voir [Ke], en particulier la fin de la section 3), la representation I{z) 
est irreductible, done tt = I{z). Soit z' gYr — Y^ 0-stable. Les caracteres Xz et Xz' non 
ramifies correspondant a z et z' sont egaux sur I'ensemble des elements ^-compacts de 
Tr{F). II resulte done du theoreme 3 de |vDj que Tr6)_c(vr(/)yl7r) = Tr6i_c(/(2')(/)^/(z')) 
pour toute / G C^{RiF)). 

Le meme raisonnement (non tordu) s'applique a tth, ou plutot a la representation de 
^adjiF) qui induit tth] noter que, comme le centre de H est anisotrope, on a Yh = 
^Hadj- On a besoin du fait que -kh vient d'une representation dans n(Harfj) pour pouvoir 
appliquer le resultat de Keys. 

□ 

Dans le lemme ci-dessous, on note N le radical unipotent de Br et, pour toute 
representation vr de R{F), on note ttn le TR(i^)-module des N(i<')-coinvariants de vr. 

Lemme 10.2.10 Soit vr une representation admissible de longueur Rnie 6-stable de 

— 1/2 

R{F), munie d'un operateur d'entrelacement normalise A^^. La semi-simplifiee de 6^ 
TTN est une somme de caracteres 6 -stables de Tr{F) ; on note les points 

de Yr correspondant aux caraacteres non ramifies qui apparaissent. Alors la distribu- 
tion f 1 — > Tr(7r(/)A7r) sur TLr est combinaison lineaire des distributions f i — > f{zi), 
1 < i < n. De plus, si n est un sous-quotient de I{z), avec z £ Yr 6-stable, alors les Zi 
sont tous de la forme ujz, uj £ il.R. 

On a evidemment un resultat similaire pour H. 

Demonstration. Comme vr et sa semi-simplifiee out le meme caractere, on pent supposer 
que vr est irreductible. On pent aussi supposer que vr est non ramifiee (sinon le resultat 
est trivial). D'apres la proposition 2.6 de }Casj . il existe z £ Yr tel que vr soit une sous- 
representation de I{z). D'apres le corollaire 2.2 de [Casj, I{z)^^'^^^ est de dimension 1 ; 
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done I[z)^^'^^^ = TT^('-^p\ II resulte de la description explicite d'une base de I{z)^^^^^ 
dans [Carj 3.7 et de la definition de la transformee de Satake (voir par exemple [Car] 
4.2) que, pour toute / G Hr, Tr(/, = Tr(/, vr^^^^)) = f{z). C 
egal a 1 ou — 1 sur tt^^'^''\ on trouve que la distribution / i — > Tr(7r(/)^^) est egale a 
la distribution z i — > f{z) ou a son opposee. D'apres le theoreme 3.5 de |Car] . les Zi sont 
tons de la forme toz, uj £ Qr. Ceci finit la preuve du lemme. 

□ 

Pour tout A S X*{Yji), on note 

/a = E ^ C[yfi]^« ^ C[YR/nn] = -Hr. 

Lemme 10.2.11 II existe un cone ouvert non vide C dans X*(Yr) ®i M tel que 

(a) pour tout z £ Yr 0-stable, pour tout sous-quotient 6-stable vr de I{z), muni 
d'un operateur d'entrelacement normalise A^^, la restriction a C X*{Yr) de la 
fonction A i — > Tr6i_c(vr(/A)^7r) sur X*{Yr) est combinaison lineaire des fonctions 
A ! > X{ujz), UJ G ^R. 

On suppose de plus qu'il existe un plongement admissible Th — > G d'image Tq 
et que le centre de G est connexe. Alors il existe un cone ouvert non vide C dans 
®i R qui veriRe la condition (a) ci-dessus et la condition : 

(b) pour tout zh G Yh, pour tout sous-quotient tth de I{zh), la restriction a C Ci 
X*{Yr) de la fonction A i — > TVc(7r//(6^(/;y))) sur X*(Yr) est combinaison lineaire 
des fonctions A i — > X{ujb*^{zH)), avec uj G Qr. 

Demonstration. Nous aurons besoin de quelques notations supplementaires. Soit P D 
Br un sous-groupe parabolique de R. On note Np le radical unipotent de P, Mp le sous- 
groupe de Levi de P qui contient Tp, 0,Mp = f^(Sp(-F), Mp(F)) le groupe de Weyl relatif 
de Mp, 5p la fonction modulaire de P (si 7 G P(-F), = | det(Ad(7), Lie(Np)|p), 
ttMp = Hom(X*(Aj\,/p),M) et ap = dim(aAfp). On suppose que P est 0-stable. Solent 
Pq et Mo le sous-groupe parabolique et le sous-groupe de Levi de G correspondant a 
P et Mp (cf rexempleETI]). On note Hmo ■ Mo(F) — > umo ■= iiom{X* (Amo),'^) le 
morphisme de Harish-Chandra (cf [M] p 917), fg : ar := Hom(X*(TG), M) — > {0, 1} 
la fonction caracteristique de la chambre de Weyl obtuse associee a Pq (cf |Alj p 936) et 
XNo = T^Pg °Hmo (on a une injection canonique a^o C ax)- On definit une fonction XNp,e 
sur Mp(F) par XNp,e{'n^) = XNoi-I^Trn) si m G Mp(F) est 0-semi-simple, et XNp,e = 
sinon. Si vr est une representation admissible de longueur finie ^-stable de R{F), munie 
d'un operateur d'entrelacement normalise A-,^, on note ttnp le module de Jacquet (le 
module des Np-coinvariants de tt), et on note toujours A-^ I'operateur d'entrelacement 
normalise sur ttnp induit par I'operateur At^ sur vr. Si / G Hr, on note f^^^ G Hmp le 
terme constant de / en P. 



"^Il sufRrait de supposer cela vrai sur une extension non ramifiee K/F telle que le morphisme de 
changement de base n{R{K), R{Ok)) — > HiRiF), R{Of)) soit surjectif. 
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Soit vr une representation admissible de longueur finie ^-stable de R{F), munie d'un 
operateur d'entrelacement normalise A-,^. Le coroUaire a la proposition 2.4 de [C12] dit 
que, pour toute / S TIr, 

(*) Tr,_,(7r(/)A^) = TV((5-^/' ® 7rNp)(x^„e/(^))^.), 

P 

oil P parcourt I'ensemble des sous-groupes paraboliques 0-stables de R contenant Br. 

On note iV : Ot^ — > ar^, A i — > X + e{X)-\ \-9'^-^{X), et on identifie X*(Yr) 

a axfl- Solent A € X*{Yr) et P D Br un sous-groupe parabolique 0-stable de R. On a 
fl^^ = ^ A"^ G C[Yr]^*^^' = Ti-Mp, et 11 resulte facilement des definitions que, pour 

tout io G Or, 

XNp,o E A-'-=fG(Ar(A-)) J] A-'-. 

II est clair d'apres la definition des qu'il existe une union finie d'liyperplans (vecto- 
riels) D C Oxg telle que, pour tout sous-groupe parabolique Pq de G, fp^ soit constante 
sur les composantes connexes de ot — -D (11 suffit de prendre pour D I'union des noyaux 
des poids fondamentaux de dans Bg). Alors D' := N~^{D) C a^^ est une union finie 
d'hyperplans, et, pour tout sous-groupe parabolique ^-stable P D Br de R, la fonction 
fp^ o N est constante sur les composantes connexes de axp — D'. Quitte a remplacer D' 
par U u;{D'), on pent supposer que, pour toute composante connexe C de axp — D' , 

pour tons A, A' G C, pour tout sous-groupe parabolique 0-stable P D Br et pour tout 
Lo G Or, on a fp^ o A^(A'^) = fp^ o A^((A')'^). Soit C une telle composante connexe. On 
deduit des calculs ci-dessus qu'il existe des sous-ensembles de Or, oii P parcourt 
I'ensemble des sous-groupes paraboliques 6'-stables contenant Br de R, tels que : pour 
tout A G C, pour tout P, 

^<^^'mp 

Soit z G Yr 0-stable, et soit vr un sous-quotient 6'-stable de I{z), muni d'un operateur 
d'entrelacement normalise A-,^. Pour tout sous-groupe parabolique 0-stable P D Br 

]^/2 1/2 1/2 

de i?, on 3.5p^ ® ttns^ = ^BjnMp ^i^p ^ 7i"Np)NspnAfp • D'apres la formule (*), le 
calcul des fonctions XNp,ef\^^ ci-dessus et le lemme [TU . 2 . 1 1 ( appliq ue aux representations 

— 1/2 

6p vTNp , pour toute composante connexe C de a^p — D', la restriction a C n X* (Yr) 
de la fonction A i — > Trg_c{'^{fx)AT^) est combinaison lineaire des fonctions A i — > \{u)z), 
a; G Or. On a done obtenu un cone C tel que la condition (a) soit satisfaite. 

Montrons la deuxieme assertion du lemme. Quitte a remplacer les plongements de Th 
et Tq dans H et G par des plongements conjugues, on pent supposer que induit un 
isomorphisme FiT'-equivariant Th — > T^. On utilise cet isomorphisme pour identifier 
Th et Tg". D'apres la definition de ^, la restriction a Th de ^ H — > G induit un 
morphisme FiT'-equivariant Th — > Tr. On note t'xi(T = ^(lxic7). Alors t' centralise 
I'image (par le plongement diagonal) de dans R = G'^ ; comme G'^^'' est simplement 
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connexe, t' £ Tr. L'isomorphisme Th — Tg* fixe ci-dessus donne un isomorphisme 

axfj — It J/, et on peut voir le morphisme : ot^ — > A i — > X + 6{X)-\ |-^'^~^(A) 

defini ci-dessus comme un morphisme ax^ — > '^Th- ^n peut identifier ax^ et ax^ a 
X*(Yr) ®i M et X*{Yh) ®z M, et N envoie X*{Yr) dans X*(Yh). II est alors facile 
de voir que : C[Yr/Q] — > C[Yh/^h] envoie /a sur \^h\~^ Y1 Kt')fN{X'^), Pour 

tout A G X*(y/j), ou on a note A(t') la valeur de A en I'image de t' par le morphisme 
evident Tr — > Yr = Sr. Soit Dh I'union des hyperplans de ax^i^ noyaux des poids 
fondamentaux de Th dans Bff, et soit D'j^ I'union des lu{N~^{Dh)), pour m parcourant 
^Ir. Alors, pour toute composante connexe C de axj, — D'jj, pour tous A, A' G C, pour 
tout sous-groupe parabolique Ph ^ de H et pour tout u> G Qr, on a o A^(A'^) = 
fp^ o N{{X')^). En appliquant la version non tordue du raisonnement ci-dessus au calcul 
des traces compactes de representations dans n(i?), on voit qu'une telle composnte 
connexe C verifie la condition (b). Done une composante connexe de ax^ — {D' U D'^) 
verifie les conditions (a) et (b). 

□ 

Le lemme suivant sera utilise dans 110.31 C'est un resultat d'annulation analogue a la 
proposition 3.7.2 de |La2] . 

Lemme 10.2.12 On suppose qu'il existe un plongement adniissible Th — > G d'image 
Tg et que le centre de G est connexe. Soit £ H(F) semi-simple elliptique et fortement 
G-regulier. On suppose que, pour tout 5 £ R{F) 6 -semi-simple, aucun element de J\f5 
n'est une image de dans G{F). Alors, pour toute f G Ti.R, 0^jj{b^{f)) = 0. 

Comme la condition sur est stable par conjugaison stable, on en deduit en parti- 
culier que, sous les memes hypotheses, SO^jj{b^{f)) = pour toute / G Ti.R. 

Demonstration. On adapte la preuve de la proposition 3.7.2 de |La2| . Commengons par 
reformuler la condition sur 7//. D'apres la proposition 2.5.3 de |La2j . un element semi- 
simple elliptique de G{F) est une norme si et seulement si son image dans H°^(F,G) est 
une norme. En utilisant la preuve de la proposition 1.7.3 de [La2) . on voit qu'on a des 
isomorphismes canoniques H°fe(F,G) = R^{rF,Z{G))^ et H°b(F,H) = R^{Tf,Z{U))^ 
{oil D designe le dual de Pontryagin). Comme on a un plongement Fj^-equivariant ca- 
nonique Z{G) C Z(ii), on en deduit un morphisme H0^(F,H) — > H0^(F,G). La 
condition de I'enonce sur est alors equivalente a la condition suivante : I'image de 'Jh 
dans H°j(F, G) n'est pas une norme. 

II existe done un caractere x de H[Jj(F, G) trivial sur les normes et tel que Xh{ih) 7^ 
1, ou xh le caractere de H(F) egal au compose de x et du morphisme H(F) — > 
H^jj(F, H) — > H[Jjj(F, G). D'apres la preuve du lemme 3.7.1 de |La2j . x induit un 
caractere xTh de T//(F). Montrons que, pour toute / G TLr, b^{f) = Xnb^if) (ceci 
permet de conclure, puisque Xh{i'h) / 1 pour tout conjugue 7^ G H(F) de 7//). Pour 
cela, on procede comme dans la preuve du lemme 3.7.1 de jLaSj . et on montre que 
Tr(7r(6g(/))) = Tr(7r(x_f/&g(/))) pour toute / G TLr et toute representation non ramifiee 
vr de H(i*'). On identifie Th a par un plongement admissible, et on note, comme 
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dans la preuve du lemme [TO.2.111 ci-dessus. A'' : Sr — > Sq = Sh I'application norme; 
on note encore I'application X=K(Si?) — > X^{Sh) qui s'en deduit. D'apres la preuve 
de la deuxieme partie du lemme [70.2.111 toute fonction de Tin = CISh/^h] = C[S//]^^ 
qui est dans I'image de est combinaison lineaire d'elements N{fi), avec fi G X*(Sr). 
Pour tout z £ Sh, correspondant a un caractere non ramifie Xz de Th{F), on note 
TTz la representation non ramifiee de H(F) associee a Xz {t^z est I'unique sous-quotient 
non ramifie de /(z), cf par exemple |Car| p 152). Enfin, notons zq G Sh I'element 
correspondant au caractere non ramifie xTh de Th{F)- Comme xTh est trivial sur les 
normes, on a N{fi){zo) = 1 pour tout /i G X^:{Sr). 

Soit / G Ti-R. D'apres le lemme [T0.2.10| pour tout z G Sh, Tr(7r2(6^(/))) est une com- 
binaison lineaire de h^{f){ujz), avec uj G VLh- Done, d'apres la discussion ci-dessus, pour 

toutzG S^,Tr(7r,(6^(/))) = Tr(7r,,„(6^(/)));oronaTV(7r,,o(6^(/))) = TV(7r,(x//6e(/)))' 
done Tr(7r,(6g(/))) = Tr(7r,(x//6^(/))). D'ou finalement h^{f) = xnhif). 

□ 

Demonstration de la proposition \ 1 0. 2. ^ On note (of (7r))ig/^^gn(i?) et (Oi^('?i"_ff))ig/,7r^en(H) 
les donnees locales. D'apres la definition des donnees locales, il suffit de montrer que, 
pour tout i G / et toute / G TCr, 

af(vr)Tr(^(/)^.)= Yl af (^h) Tr(^H(65(/))). 

On fixe i G / et on note A la distribution sur TCr definie par 

A{f)= Yl afi7:)Tr{7r{f)A^)- Y af (^h) Tr(^H(65(/))). 

7ren(iJ) 7rifGn(H) 

On veut montrer que j4 = 0. La distribution A est une somme de caracteres de Hr, 
c'est-a-dire qu'il existe zi, . . . , Zn G Yr deux a deux non conjugues par Qr tels que A 
soit combinaison lineaire des distributions Zi i — > f{zi). On ecrit 

n 

A{f) = Y^^fi^^)^ 
i=l 

avec ci,...,c„ G C. La definition des donnees locales et le lemme riO.2.41 impliquent 
que A est combinaison lineaire de distributions / i — > A{-fH,f), pour 7// G H(F) semi- 
simple elliptique fortement G-regulier. D'apres le lemme 110.2.61 la distribution A est 
temperee. D'apres le lemme 5.5 de fC121, on pent supposer que zi, . . . ,Zn G Y^. D'autre 
part, d'apres le lemme [TO. 2. 81 la distribution A est combinaison lineaire de distributions 
/ ^ Tr e-c(7r(/) ^^) et / ^ Tre(7rjf(6g (/))), avec n G U{R) et tth G n(H). D'apres 
le lemme 110.2. IH il existe un cone ouvert non vide C de X* (Yr) ®z R et des elements 
yi, ■ ■ . ,ym G Yr tels que la restriction a C n X*{Yr) de la fonction A 1 — > A{fx) sur 
X*{Yr) soit combinaison lineaire des fonctions A 1 — >■ X{yi), 1 < i < m. D'apres la 
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description explicite des yi donnee dans le lemme 110.2.111 et les lemmes 110.2.91 et 110. 2. 5| 
on pent supposer que yi, ■ ■ ■ ,ym & Yr — Yr- Soient di, . . . , dm G C tels que 

m 
i=l 

pour tout A G C n X*{Yf(). Considerons les caracteres ip et ip' sur X*(Yr) definis par 

n m 

= E Z Ci\{ujzi) et ^'{\) = T.di\{yi). Mors (^(A) = ^'{\) = A{fx) si A G 

i=l wGUji i=l 

C n X*(Yr). Comme C n X*{Yii) engendre le groupe X*{Yr), on a (/j = ip' . Mais la 
famille (A i — > \{z))z<^Yr de caracteres de X*(Y/j) est libre et {ujZi,l < i < n,u! £ 
^r} ^ {yi) • • • ,yrn} = (car le premier ensemble est inclus dans et le second dans 
Yr — Y^), done = if' = 0. En utilisant I'independance lineaire des A i — > X{ujZi), on en 
deduit que ci = • • • = = 0, done, finalement, que ^ = 0. 

□ 

10.3 Construction de donnees locales 

On se place dans la situation du debut de 110.21 Le but de cette sous-section est de 
construire des donnees locales. La methode est globale et utilise la formule des traces. 
On commence par construire une situation globale qui redonne la situation de depart en 
une place. 

Lemme 10.3.1 Soient F, E, G, (H,s,r;o) 'H comme dans \10A\ Soit K une exten- 
sion non ramifiee de E telle que les groupes G et H soit deployes sur K et que les 
morphismes rj et ^ proviennent de morphismes H x GslI{K/F) — > G x Gal{K/F) et 
H X Ga\{K/F) — > iix Ga\{K/F). Alors, pour tout r G N*, il existe un corps de nombres 
kp, des extensions galoisiennes kx /kE/kp, un ensemble Sq de places Bnies de kp, des 
groupes reductifs connexes G et H sur kp et des L-morphismes rj : ■^H — > et 

^ :^U — > R, ouR = RkE/kpG^E' ^^^^ • 

(i) Les groupes H et G sont quasi-deployes sur kp et deployes sur kx, et G a des 

tores maximaux elliptiques sur kp. 
(a) L'ensemble Sq est de cardinal r. Soit v G 5o. La place v est inerte dans kx, et 

on a des isomorphismes kp^y ~ F, kp^y ~ E, kK,v — K , G_y ~ G, ~ H. De 

plus, le morphisme evident Gal{kK,v/kp^y) — > Gal{kK /kp) est un isomorphisme 

(en particulier, Vextension kp/kp est cyclique). 
(Hi) kp est totalement imaginaire. 

(iv) (H, -^2,5,77) est une donnee endoscopique de (G, 1,1), et (H, ^H, t,,^) est une 
donnee endoscopique de {R,0, 1), ouOest I'automorphisme deRassocie au generateur 
deGal(kp/kp) donne par risomorphismeGal(E / F) ~ Gal(kp ^y^^,/kp^y^^,) — > Gal(kE/kp) 
de (a) et vq G Sq est une place fixee. 

(v) Pour toute v G 5*0, rj^ s'identiRe a r] : — > ^G et s'identi&e a ^ : — > ^R. 

Pour toute place infinie v de kp, le morphisme t/^ : H x Wc = H x Wc — > G x Wc = 
G X Wc est egal a ijq x idwc ■ 
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De plus : 

(vi) II existe une infinite de places de kp qui sont totalement decomposees dans kx- 

(vii) Pour tout ensemble fini S de places de kp tel que Sq <f. S, le groupe M^ikp) est 
dense dans Yl H(/ci?^„). Le menie enonce est vrai si on remplace H par G, R ou un 

tore de H, G ou R. 

Demonstration. Si r = 1, I'existence de kp, kp, kx, G, H et 5*0 = {^o} verifiant (i), 
(ii) et (iii) est une consequence de la preuve de la proposition 11.1 de |Walj . Comme 
dans [Cl2] p 293, on passe du cas r = 1 au cas r quelconque en remplagant kp par 
une extension de degre r dans laquelle vq est totalement decomposee (cette extension 
est necessairement lineairement disjointe de kx, car vq est inerte dans kx)- D'apres la 
derniere phrase de (ii), rj donne un L-morphisme H x Gal{kK / kp) — > G x Gal(A;;^/fci;') 
et ^ donne un L-morphisme H x Gal{kK /kp) — > R x Gal{kK /kp). On prend pour r] 
et ^ les L-morphismes '^H — > ^G et '^H — > ^R qui font commuter les diagrammes 
evidents. Les points (iv) et (v) sont alors clairs. Le point (vi) resulte du theoreme de 
densite de Cebotarev (cf |Ne) . chapitre VII, theoreme 13.4 et en particulier corollaire 
13.6). Comme toutes les places de Sq sont inertes dans kx, le point (vii) resulte du (b) 
du lemme 1 de |KRo) . 

□ 

Le resultat principal de cette sous-section est la proposition suivante. 

Proposition 10.3.2 On suppose que G est adjoint, que le triplet endoscopique (H, s, rjo) 
est elliptique et qu'il existe un plongement admissible Th — *■ G d'image Tq- Solent 
kp, kp, etc, comme dans le lemme flO. 3.11 ci-dessus. avec r = 4. On suppose que, pour 
presque toute place v de kp, le lemme fondamental pour I'unite de I'algebre de Hecke est 
connu pour (RyjO^,!) et (H^,, ^H^, t, ^^) (en presque toute place v de kp, on est dans 
la situation de \lU.l[ generalisee dans la remarque \lU.l.l]) . 
Alors il existe des donnees locales pour R et {H,^U,t,^). 

On prouve cette proposition a la fin de cette sous-section, apres quelques lemmes. 

Nous utiliserons une forme simple de la formule des traces, due au depart a Deligne et 
Kazhdan (voir Particle |Hej d'Henniart, paragraphes 4.8 et 4.9, pour le cas non tordu, et 
le lemme 1.2.5 du livre |AC] d'Arthur et Clozel pour le cas tordu). Le lemme ci-dessous 
est la generalisation evidente (aux groupes autres que GL„) du lemme 1.2.5 de [AC], et la 
preuve de ce lemme s'applique sans modification (dans la condition (3') de la page 14 de 
|ACj . I'hypothese que les fonctions (p^ji soient des coefficients de la mime representation 
supercuspidale est superflue). 

Lemme 10.3.3 Soient F un corps de nombres, E/F une extension cyclique de degre d 
et G un groupe semi-simple adjoint connexe sur F. On pose R = Rp/pGp, on fixe un 
generateur de Gal{E/F) et on note I'automorphisme de R induit par ce generateur. 
Soit cj) e C^{R{F)). On note r{4>) Voperateur sur := L'^{R{F) \ R{Ap)) obtenu en 
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faisant agir (p par convolution a droite, et Iq I'operateur f i — > f°0~^ sur L?. On suppose 
que : 

(0) (j) = ®<t>v, oil V parcourt Vensenable des places de F et cp^ £ C^{R{F^)) pour 

V 

toute place ; de plus, en presque toute place finie v ou R est non ramifie, cpy est la 
fonction caracteristique d'un sous-groupe compact hyperspecial de R{Fy). 

(1 ) 11 existe une place Rnie v de F, totalement decomposee dans E, telle que, sur 
R{Fy) ~ G^F^y, on ait (py = (pi ® ■ ■ ■ ® (j)^, ou les (pi £ C^{G{Fy)) sont des 
fonctions supercuspidales (au sens de )i?e) / 4.8). 

(2) 11 existe une place Rnie v de F telle que (py soit a support dans I'ensemble des 
elements 9 -semi-simples 9-elliptiques et fortement 9-reguliers de R{Fy). 

Alors r{(p)lQ envoie dans le sous-espace des fonctions cuspidales (en particulier, il a 
une trace), et 

Tt{ri(P)Ie) = Y,^ol{Gse{F) \ Gs0iAE))Ose{(p), 

5 

OU 6 parcourt I'ensemble des classes de 9-conjugaison d'elements 9 -semi-simples 9-elliptiques 
fortement 9-reguliers de R{F). 

Lemme 10.3.4 ff^^ lemme 5.1) Solent F, G et H comme dans II0.T1 (en particulier, 
F est local non archimedien, G est non ramifie sur F, H est un groupe endoscopique 
non ramifie de G). On suppose que les centres de G et H sont anisotropes. Soit T un 
tore maximal elliptique non ramifie de H; on suppose que T est defini sur Op et que 
T{F) C 11(0^?). Soit j : T — > G un plongement admissible defini sur Op- On note 
N = NorG(F)(j(T(-F))) et on fait agir N sur T{F) via j. 

Alors il existe des fonctions f G C^{G{F)) et fn G C^{^{F)) telles que : 

• f fn sont supercuspidales (au sens de fJfef 4.8; en particulier, une combinaison 
lineaire de coefficients de representations supercuspidales est une fonction supercus- 
pidale ) ; 

• la fonction 7 1 — > 0^{f) (resp. ' — ^ SO^jj(fH)) sur G{F) (resp. H(F)j est 
non identiquement nuUe et a support dans Pensemble des elements semi-simples 
fortement reguliers (resp. fortement G-reguliers) qui sont conjugues a un element 
dej{T{F)) (resp. T(F)) ; 

• la fonction \ — > 0'yg{fH) sur T(F) est invariante par Paction de N. 

Les deux lemmes ci-dessous seront utiles pour construire des transferts (et transferts 
inverses) de certaines fonctions. Le premier lemme est un cas particulier d'un theoreme 
de Vigneras (theoreme A de [ViJ ) . 

Lemme 10.3.5 Solent F un corps local p-adique et G un groupe reductif connexe 
sur F. On note G{F)ss-reg I'ensemble des elements semi-simples fortement reguliers de 
G{F). Soit r : G{F)ss-reg — > C Invariantc par conjugaison et telle que, pour tout 
-reg, 1^ restriction de T a G^{F) n G{F)ss-reg est localement constante a 
support compact. Alors il existe f £ (G(F)ss-reg) telle que, pour tout 7 G G{F) 
semi-simple fortement regulier, T('~f) = 0^(f). 
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On aura besoin d'une version tordue de ce lemme et de quelques consequences. Dans le 
lemme suivant , F est toujours un corps local non archimedien et G est un groupe reductif 
connexe sur F. Soit E une algebre finie etale sur F telle que AMtpiE) soit cyclique. On 
pose R = Re/fGe, on fixe un generateur de Auti7'(ii^) et on note 9 Tautomorphisme de 
R induit par ce generateur (on est done dans la situation de I'exemple 19.1.11 a ceci pres 
que E n'est pas forcement un corps). On utilise les definitions de 19.11 Solent 5 £ R{F) 
0-semi-simple fortement 0-regulier et T = Rgg. Comme dans [La2] 1.8, on note 

D(T, R; F) = Ker(H^(F, T) — > U^{F, R)). 

Comme F est local non archimedien, I'ensemble pointe D{T,G;F) est canoniquement 
isomorphe a un groupe abelien (cf [La2] lemme 1.8.3) ; on considerera done D{T,R;F) 
comme un groupe abelien. On peut associer a tout 5' S R{F) stablement 0-conjugue a 6 
un element inv{5, 5') de D{T, R; F), et I'application 5' i — > inv{5, 5') induit une bijection 
de I'ensemble des classes de 0-conjugaison dans la classe de 0-conjugaison stable de 6 
avec I'ensemble D(T,R;F) (cf [La2] 2.3). Rappelons aussi (cf [A5j §1) que T est un 
tore de R et que, si on note {T{F)6)reg I'ensemble des elements fortement 6'-reguliers de 
T{F)6, alors I'application u : {T{F)6)reg x T(F) \ R{F) — > R{F), {g,x) i — > x~^ge{x), 
est ouverte et finie sur son image. 

On fixe un tore maximal T de G (qu'on voit comme un tore de R par le plongement 
evident G C R). On note I'ensemble des 6 £ R{F) 0-semi-simples fortement 0-reguliers 
tels qu'il existe g G R{F) tel que Rse = gTg^^. Si k est un caractere de D{T,R;F), 
f £ C^i^l) et 6 Gil est tel que Rse = T, on pose 

OW) = E < ^rivi6,5'),K> Os'eif), 

5' 

Oil S' parcourt un systeme de representants de I'ensemble des classes de 0-conjugaison 
dans la classe de 6'-conjugaison stable de 5 ; 0'gg{f) est appelee K-integrale orbitale (tor- 
due) de /. (Cette definition est un cas particulier de [La2.j 2.7). 

Lemme 10.3.6 Soit T : — > C une fonction invariante par 9-conjugaison et telle que, 
pour tout 6 £ la restriction de F a Rsg{F)6 D O est localement constante a support 
compact. Alors il existe f G C^{Q) telle que, pour tout 5 £ T{5) = Osg{f)- 

Soit K un caractere de ©(T, R; F). On suppose que, pour tout 6 £ Q tel que Rse = T, 
pour tout 5' £ VL stablement conjugue a 6, on a T{6) =< inv{6, 5'), k > T{6'). Alors il 
existe g £ C^{Q) telle que : 

(a) pour tout 6 £ tel que Rse = T, T{5) = Ogg{g) ; 

(b) pour tout caractere k' de S(T,i2;F) tel que k' ^ k et pour tout 6 £ Q tel que 
Rse = T, onaOfg{g)=0. 

De plus, pour tout caractere k, de S(T, R; F), pour tout 5 £Vl et tout voisinage ouvert 
Q' de 5, il existe une fonction T verifiant les conditions ci-dessus telle que T{6) / et 
T{6') = si 5' n'est pas stablement 9-conjugue a un element de . 

Demonstration. Soit T = Ti, . . . , T„ un systeme de representants de I'ensemble des 
classes de i?(F)-conjugaison de tores de R qui sont de la forme gTg~^, avec g £ R{F). 
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Pour tout i G {1, . . . ,n}, on note fi^ I'ensemble des 5 G tels que R^g soit conjugue 
a Tj par un clement de R{F) ; les sont des ouverts deux a deux disjoints dc Vl 
qui recouvrent Soit i G {l,...,n}. Si (5 G est tel que R^q = T,, on note : 
{Ti{F)5)reg X Tj(F) \ R{F) — > R{F),{g,x) i — a;~^5a;. Mors est reconvert par 
les images des us, ces images sont ouvertes, et deux de ces images sont soit egales, soit 
disjointes. II existe done une famille (finie) {Sij)j^j^ d'elements de ^li telle que Rsi^e = Tj 
pour tout j, et = ]J Im{us^^). On note Uij = us^^, ^ij = Im{uij) et Tij = tnijF. 



Pour tons i, i' G {1, . . . , n}, on note A{i,i') I'cnscmblc (fini) des isomorphismcs Tj — > 
Til (sur F) de la forme Int(g), avcc g G R{F). Si i = i' , on note A{i) = A{i,i'). Soit 
i G {l,...,n}. Pour tous j G Jj, i' G {l,...,n}, / G Jj' et a G rapplication 
{x G Tj(F)|a:;(5ij G Tj(F)j.eg} — ^ lX)(Tj, i?; F), x i — > inv{xSij,a{x)Siij') est localement 
constante. Comme, pour tout j & Ji, le support de TijOUij est contenu dans un ensemble 
de la forme uj x Ti(F) \ R{F), oii uj est un compact de {Ti{F)6ij)reg, on voit facilement 
qu'il existe des sous-ensembles ouverts compacts Uik, fc G Kj, de Tj(F), et des fonctions 
Tijk G C^{flij) invariantes par 0-conjugaison, tels que : 

(1) pour tous j £ Ji et k £ Ki, uJikSij C {Ti{F)Sij)reg, et la fonction Fj^^ est a support 
dans UijiiVikSij x Ti{F) \ R{F)) ; 

(2) pour tout k G Ki, les images de par les elements de A(i) sont deux a deux 
disjointes ; 

(3) pour tout j G Ji, Tij = Yl ^ijk- 



Solent i G {1, . . . , n}, j E Ji et k E Ki. D'apres le point (2) ci-dessus, la restriction de Uij 

a uJikSij X Ti{F)\R{F) est injectivc. Soit Ui un sous-ensemble ouvert compact dc volume 
1 de Tj(F) \ G{F). On note fijk le produit dc Tijk et de la fonction caractcristiquc de 
Uijii^ik^ij X Ui). Mors fijk G C^i^) et, pour tout 6 e 0., Oseifijk) = ^ijki^)- Done la 
fonction f = Y1 fijk convient. 



Soit K un caractere de S)(T, R; F). On suppose que F verifie la condition de I'enonce. 
Si k' est un caractere de S)(T, R;F)etSeQ est tel que Rse = T, on a 



oil 6' parcout I'ensemble des classes de ^-conjugaison dans la classe de ^-conjugaison 
stable de 6. Done il suffit de prendre g = \'S){T, R; F)\~^ f . 

Montrons la derniere assertion. Soit k un caractere de D(T,R;F). On choisit (arbi- 
trairement) un element jo de Ji, et on note 5i = Sij^. Pour tout i G {1, . . . ,n}, on note 
Ji I'ensemble des j G Ji tels que 5ij soit stablement 0-conjugue a un element de Ti{F)Si ; 
quitte a translater (a gauche) 6ij par un element dc Tj(F), on pent supposcr que Sij 
est stablement 0-conjugue a 6i pour tout j G J-. Pour tous i G {1, . . . , n} et G J-, on 




keKi 



ijk 
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choisit gij £ R{F) tel que 5ij = gij^iQij , et on note dij I'element de ^(1, ^) induit par 
lnt{gij). Soit u C Ti(F) ouvert compact tel que : 

• 1 e uj; 

• pour tout i G {1, . . . ,n}, les images de lo par les elements de A{l,i) sont deux a 
deux disjointes ; 

• pour tous i G {1, . . . , n}, j £ J- et a £ A{l,i), a{uj)6ij C {Ti{F)6ij)reg, et la fonction 
X I — >< inv{x6i, a{x)6ij), k > est constante sur w. 

Pour tous i £ {1, . . . ,n} et j £ J^, on note Tij le produit de la fonction caracteristique 
de Uij{ciij{^)Sij X Tj(F) \ R{F)) et de < inv{x6i, aij{x)6ij), k > oii x est un element 
quelconque de iv. On pose F = ^oit 5 G 17 tel que Rse = T. On a T{S) = |^(1)| 

si 6 est 0-conjugue a un element de io5i, et T{5) = sinon (en particulier, T n'est pas 
identiquement nulle). Soit 5 £ R{F) stablement conjugue a (5i. II existe un unique couple 
avec i G {1, . . . , n} et j G J^, tel que 6 soit 6'-conjugue a un element de Ti{F)6ij. 
Si 6 n'est pas stablement 0-conjugue a un element de uj5i, alors 6 n'est pas ^-conjugue 
a un element de aij{uj)6ij, et T{5) = 0. Sinon, on a T{5) =< inv{5i,6), k |^(1)| =< 
inv{6i,6),K r((5i). 

Soit S £ Q,. Quitte a renumeroter les Tj et a changer les 5ij, on pent supposer que le 
5i choisi est 6. Comme on pent toujours remplacer to par un compact ouvert plus petit 
(contenant toujours 1), ceci prouve la derniere phrase. 

□ 

Ces deux lemmes ont en particulier la consequence suivante : 

Lemme 10.3.7 On suppose que F, E, G, R et 9 sont comme dans le lemme Q 0.3. 61 
Soit (H, s,r/o) une donnee endoscopique de G. On suppose que rjo se prolonge en un 
morphisme rj : — > ^G, et on construit une donnee endoscopique (H, ^H, t, ^) de 
{R,9, 1) comme dans lJO.Tl On note les facteurs de transfert associes (normalises de 
maniere quelconque). Alors : 

(i) Toute fonction f £ C^{R{F)) a support dans Pensemble des elements 9-semi- 

simples fortement 9-reguliers admet un transfert a H. 
(a) Soit Th un tore maximal de H. On choisit un plongement admissible j : Th — ^ 
G, et on fait agir N := NorG(F)(j(TH(i^))) surTniF) via j. Soit /h £ C^{il{F)) 
a support dans I'ensemble des elements fortement reguliers stablement conjugues a 
un element de TffiF). On suppose que la fonction Th{F) — > C, 7^ 1 — > 
est invariante par Faction de N. Alors il existe f £ C^{R{F)) telle que fn soit un 
transfert de f a H. 

La notion de transfert (ou "matching functions") dans ce cas est definie, par exemple, 
dans ^ 5.5. 

Demonstration. Pour prouver (i), on definit une fonction Th sur I'ensemble des elements 
semi-simples fortement G-reguliers de H par Tni^H) = Yl '^^i'yH,S)Osd{f), ou S par- 

court I'ensemble des classes de 6'-conjugaison de R{F), et on applique le lemme [TU.3.51 
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a Th- Pour montrer (ii), on construit une fonction T sur I'ensemble des elements 0- 
semi-simples fortement 0-reguliers de R{F) de la maniere suivante : s'il n'existe aucun 
e H(F) tel que A^(7h,5) / 0, alors T{6) = 0; s'il existe G H(F) tel que 
A^{'yH,S) / 0, alors r{6) = A^(7i^, 5)^^ SO^jj{fH)- La fonction F est bien definie d'apres 
les hypotheses sur fn (et le lemme 5.1.B de |KSj ). Le point (ii) resulte alors du theoreme 
5.1.D de ^ et du lemme HHSSl 

□ 

Remarque 10.3.8 On veut pouvoir comparer les groupes de caracteres endoscopiques 
locaux de [KSj et |La2j . Dans la situation du lemme ci-dessus, mais avec F global ou 
local (eventuellement archimedien) , si Tr est un tore maximal 0-stable de R provenant 
d'un tore T de G, Labesse a defini des groupes J^(T,i?;F)i C j^(T,i2;F) (pi2] 1.8) 
et Kottwitz et Shelstad ont defini des groupes R{TR,e,R)i C ^{Tr^O^R) ([KSJ 6.4; 
Kottwitz et Shelstad supposent que F est un corps de nombres, mais on pent ecrire 
les memes definitions si F est local, en supprimant bien siir le quotient par Ker^ dans 
la definition de .^i). Comme on s'interesse aux donnees endoscopiques pour le triplet 
{R, 9, 1) (dont le troisieme element, qui est en general un element de R^{Wf,Z{G)), est 
trivial), on doit utiliser le groupe ^{Tr,9,T)i (cf |KSj 7.1 et 7.2) pour parametrer ces 
donnees. Labesse a montre que les groupes .^(T, R, F) et ^{Tr, 9, R) sont canoniquement 
isomorphes (cf la fin de [La2j 2.6). En utilisant les techniques de |La2] 1.7, on voit 
facilement que cet isomorphisme identifie ^{T, R; F)i et ^{Tr,9, R)i. 

Le lemme suivant explique ce qui se passe dans le cas oii -E = F'^. 

Lemme 10.3.9 Soient F un corps local ou global, G un groupe reductif connexe sur F 
et c? G N*. On pose R = G*^, et on note 9 Vautomorphisme de R qui envoie {gi, . . . ,gci) 
sur {g2,---,9d,gi)- Alors : 

(i) L'ensemble des classes d'equivalence de donnees endoscopiques de {R,9, 1) est ca- 
noniquement en bijection avec I'ensemble des classes d'equivalence de donnees en- 
doscopiques de (G, 1,1). 

(ii) Soit (j) S C^{R{F)). On suppose que (j) = 4>i <^ ■ ■ ■ <^ (pd, avec (pi, . . . ,(j)d E 
C^(G(F)). Alors, pour tout 7 = (71, . . . ,7^) G R{F), on a 

Oje{(p) = 07i-7d('^i 
(si, bien sur, les mesures sont normalisees de maniere compatible). 

Demonstration. Le point (ii) est un cas particulier de |ACj 1.5. Le point (i) est 
presque evident. Indiquons comment on construit les bijections. On a R = G'^, avec 
Taction diagonale de Gal(F/F), done le plongement diagonal G — > R se prolonge de 
maniere evidente en un L-morphisme rj : — > ^R. Si (H.,7{, s,^) est une donnee 
endoscopique de (G,l,l), on lui associe la donnee endoscopique (H, 7^, r/(s), o ^) de 
(R,9,l). Soit (H,'H,s,^) une donnee endoscopique de (R,9,l). On ecrit ^(h y\ w) = 
{ii(h X w), . . . , ^d{h X w)) X w, pour /ixt(;G'H~Hx Wp, et s = (si, . . . , Sd). Soit 
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'■ 'H — ^ ^G, h ys w 1 — > ^i{h ys w) >^ w. Alors (H, "H, si . . . s^, ^g) est une donnee 
endoscopique de (G,l,l). On associe cette donnee a (H,'H,s,^). 

□ 

Le lemme suivant est I'analogue d'un enonce prouve dans II 121 . p 20-22. II se montre 
exactement de la meme fagon, en remplagant le theoreme de Paley- Wiener par sa version 
tordue. (On montre la partie sur le support des fonctions de E en utilisant le controle 
du support des fonctions donne par le theoreme 3 de |DeMj .) 

Lemme 10.3.10 Soient G un groupe reductif connexe sur C, (H,s,ryo) un triplet en- 
doscopique de G et d £ W. Soit R = G'^ ; on note 9 Vautomorphisme de R defini 
par 0{gi, ... ,gd) = (52, ... ,gd). On note rj = r]o x idy/c '■ '^H — > ^G le prolongement 
evident de rjQ, et ^ le compose de rj et du plongement evident ^G — > ^R. On fixe 
des sous-groupes compacts maximaux Kq et Kh de G(C) et H(C), on note Kr = Kq 
et C~(G(C),Kg) (resp. C^(H.{C),Kh), C^{R{C),Kr))) Vespace des fonctions C°° a 
support compact et Kc-finies (resp. Kn-finies, KR-finies) sur G(C) (resp. H(C), R(C) ). 
On note n(H) (resp. Ilg{R)) Vensemble des classes d'equivalence de representations 
irreductibles unitaires de H(C) (resp. de representations irreductibles unitaires 9-stahles 
de R{C) ), et Iltemp(il) (resp. He-tempiR) ) ^ sous-ensemble des classes de representations 
temperees. Pour toute vr G Il0{R), on choisit un operateur d'entrelacement normalise A,^ 
sur vr. Pour tout vr € Ilg^temp(,R), on note n//(7r) I'ensemble des tth G '^tempi'^) dont le 
relevement a R est vr (done tth est dans Il/f (vr) si et seulement s'il existe un parametre 
de Langlands (fn ■ Wc — > de tth tel que o ipjj soit un parametre de Langlands de 
tt). On note N : C^(R{C),Kr) = C^{G{C),Kg)^'^ — > C~(G(C),Kg) le morphisme 
d'algebres tel que, pour toutes /i, . . . , /d G C^(G(C), Kg), A^(/i®- • -^/d) = fi*- ■■*fd- 
Alors il existe un sous-espace vectoriel E de C^(i?(C), K/j) et un sous-ensemble com- 
pact C de H(C) tels que : 

(i) II existe f e E et un transfert f" G C^°°(H(C), K^) de N(f) a H tels que les 

integrales orbitales stables de ne soient pas identiquement nuUes sur I'ensemble 

des elements elliptiques de H(C). 
(a) Pour toute f G E et tout transfert de f, on a SOjjj{f^) = si n'est pas 

conjugue a un element de C. 
(Hi) Soient (a(7r))7rene(ij) et {b{iTH))Truen(H) des families de nombres complexes telles 

que, pour toute f £ E et pour tout transfert £ C^(H{C),Kh) de N{f) a H, les 

sommes A{f ) := ^ a(7r) TrK/)A,) et := E K^h) Tr(7rj^(/^)) 

n£U{R) 7rHen(H) 

soient absolument convergentes. Alors les conditions suivantes sont equivalentes : 

(A) pour toute f e E et pour tout transfert E C^°°(H(C), K^) de N(f) a H, 
A{f) = AH{n; 

(B) pour toute f e E, pour tout transfert G C^{'H{C),Kh) de N{f) a H et 

pour toute ir G Ue^temp{R), a(^) TV(7r(/)yl^) = ^ b{TrH) TV(^j^(/^)). 

7i"£f enH-(7r) 

Le lemme suivant est prouve dans |C12] . p 292. 
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Lemme 10.3.11 On se place dans la situation de \10.1l Soit f G TCr. S'il existe un 
sous-ensemble dense D de I'ensemhle des elements semi-simples elliptiques fortement 
G-reguliers de H(F) tel que A^^yn,/) = pour tout S D, alors A{'yH,f) = pour 
tout jH G semi-simple elliptique fortement G-regulier. 

Lemme 10.3.12 Solent F un corps de nombres, E une extension cyclique de F et G 
un groupe reductif connexe sur F. On note R = R^ipGe, on fixe un generateur de 
Gal{E/F) et on munit R de Pautomorphisme 9 induit par ce generateur. Soit K une 
extension de E telle que G soit deploye sur K. On suppose que le centre de G est 
connexe et qu'il existe une place Rnie v de F inerte dans K telle que le morphisme 
Gal{Ky/Fy) — > Ga\{K/F) soit un isomorphisme. Alors Papplication de localisation 
induit une injection de Fensemble des classes d 'equivalence de donnees endoscopiques de 
(i?, 6, 1) avec I'ensemble des classes d'equivalence de donnees endoscopiques de {R^, 9y, 1). 

Soit T un tore maximal de G. Alors T est elliptique si et seulement si T„ est elliptique, 
et Vapplication de localisation ( \La^ p 43) ^(T, R; F) — > ^(Ty,Ry] Fy) est bijective. 

Demonstration. On note £ (resp. £y) I'ensemble des classes d'equivalence de donnees 
endoscopiques de {R,6,l) (resp. {Ry,9y,l)). Soient (H, "H, s, (H', "H', s', E S qui 
ont la meme image dans £y ; on veut montrer que ces donnees endoscopiques sont 
equivalentes. D'apres le lemme [TU.3.9| la donnee endoscopique de {Rk,9k,1) qui se 
deduit de (H, Ti, s, ^) est equivalente a une donnee endoscopique provenant d'une donnee 
endoscopique de {Gk, 1,1)- Comme le groupe derive de G est simplement connexe (car 
le centre de G est connexe) et Gk est deploye, si {G' ,G' , sg,(,g) est une donnee endo- 
scopique de Gk, alors G' est deploye, done ^' ~ G' x Wk, et on pent supposer que ^g 
est le produit d'un plongement G' — > R et de I'identite de Wk- Finalement, quitte a 
remplacer (il,7i, s,^,) par une donnee equivalente, on pent supposer que ^ provient d'un 
L- morphisme H xi Gal{K/F) — > R xi Gal{K/F). Le meme raisonnement s'applique a 
{H' ,7i' , s' Comme les donnees sont equivalentes en v, on pent identifier H et H' et 
supposer que s = s' . Comme Gal{Ky/Fy) — > Gal{K/F) (et Gal{F/K) agit triviale- 
ment sur H et H'), I'isomorphisme H = H' se prolonge en un isomorphisme W ~ W qui 
identifie ^ et Done I'application £ — > £y est injective. 

Soit T un tore de G. Si S (resp. S^,) est le sous-tore deploye maximal de T (resp. T-u), 
on a X,(S) = X*(T)G^i(^/^) (resp. X^{Sy) = X^Tf''^'-'^^/^-^). Comme T es_t deploye 
sur K et Gal(i^^,/F^) ^ Gal{K/F), I'inclusion ^.(T)^'^^^^/^) C X^T)^^^^^-/^-^ est 
une egalite. Done les sous-tore deployes maximaux de T sur F et Fy sont les memes. 
En appliquant ceci a T et au centre de G, on voit que T est elliptique sur F si et 
seulement s'il est elliptique sur F„. On suppose que T est un tore maximal. Montrons 
la derniere assertion. II revient au meme de montrer que I'application (£.{T,R;Fy) — > 
<B(T , R; Ap / F) est bijective, c'est-a-dire, avec la terminologie de |La2] 1.9.5, que {v} est 
{R, T)-essentiel. On raisonne comme dans la preuve du lemme |La2j 1.9.7. En raisonnant 
comme dans [C12 ] p 293, on voit que Ker^^(F, ii) = {1}. D'apres la proposition 1.8.4 de 
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|La2j ■ on a un diagramme commutatif a lignes exactes 
1 G^(T, R; F,) Hi,(F,, T) 



1 . ^(T, R- Af/F) ^ Kbi^F/F, T) Hi,(A/F, R) 

D'apres le proposition 1.7.3 de |La2j . on a des isomorphismes canoniques H^j,(F„,T) ~ 
7ro(Tr«),H;^,(A^/F,T) =.^o(Tr),Hj,(F,,i?) :^^o(^(ii)^")et R^Af/F, R) ^ 7ro{Z{Rf), 
ou r = Gal(F/F) et = Gal(F^/F^). Comme R et T sont deployes sur K et 
Gal(-fCt,/Ft,) — > Gal(iir/F), les deux fleches verticales a droite du diagramme ci-dessus 
sont des isomorphismes, ce qui implique le resultat cherche. 

□ 

Demonstration de la proposition \10.3^ On note 5*0 = {vq,vi^V2-,v^}. On identifie 
^F,i)o) ^E,voi etc, a F, E, etc. On prouve la proposition en appliquant la formule des 
traces tordue sur R a des fonctions dont la composante locale en vq est une fonction de 

Soit T^H un tore maximal elliptique de H. On fixe un plongement admissible T^h — ^ 
G, et on note Tg I'image de ce plongement et Tr = Rf^^/k^Tcks- Soit k I'element de 
^{Tr, 6, = R{Tg,R] kp)! (cf la remarque ll0.3.8p associe a la donnee endoscopique 
(H, ^H, t, ^) par I'application de |KSj 7.2. On note k^,^ I'image de k par I'application de 
localisation .^(T//,^; kp) — > h,v2iRv2'^ kF,v2) (cf [La2] p 43). On choisit une fonction 
(t)v2 ^ C^{R{kp^y^) qui verifie les conditions du lemme [TO.3.61 (c'est-a-dire que cpy^ est 
a support dans I'union des 0-conjugues stables de TR{kF^v^), les K^j-integrales orbitales 
de (/)„2 sont non identiquement nulles et les K^^'i^tegrales orbitales de (p^^ sont nulles si 
/ '^i>2)) ™ transfert de (j)^^ a H^^- Soit € C^(H(fci?^^,3) a support dans 
I'ensemble des elements semi-simples fortement G-reguliers, dont les integrales orbitales 
sont constantes sur les classes de conjugaison stables et dont les integrales orbitales 
stables sont non nulles (I'existence d'une telle fonction resulte du lemme 110. 3. 6^ avec 
= 1 et K = 1), et soit (/)^g G C'^{R{kp^y,^) telle que soit un transfert de (p^.^ (une 
telle fonction existe par le lemme [10. 3. 7p . 

Soient V4, et ^5 des places de kp ou toutes les donnees sont non ramifiees (c'est-a- 
dire ou on est dans la situation de la remarque llO.l.ip ; on suppose de plus que est 
totalement decomposee dans kp (ceci est possible grace au (vi) du lemme [T0.3.ip . Soit 
/„4 G C'^{G_{kp^y^)) comme dans le lemme 110.3.41 : on note (py^ = fv4,®---®fv4, £ 
{R{kp^v^)) (on a identifie R{kp^y^) a G{kp^y^y), et on choisit un transfert de cpvi 
(un tel transfert existe par le lemme [T0.3.7p . Soit G {'^{kp^y^)) comme dans le 
lemme [To. 3. 41 : on choisit une fonction (f)^^ G C^{R{kp^y^ ) telles que soit un transfert 
de (/>„5 (une telle fonction existe par le lemme 110. 3. 7p . 

Soit 5*00 I'ensemble des places archimediennes de kp (toutes complexes d'apres le point 
(iii) du lemme [r0.3.ip . On note Hqo = H ii(^F,i)) et Roc = R{kF,v)- Soient E un 

sous-espace vectoriel de C^(i?oo) et Cqo un sous-ensemble compact de Hqo verifiant les 
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conditions du lemme 110.3.101 et soient (/>o,oo € E et un transfert de i;^o,oo telles que 
les integrales orbitales stables de ne sont pas identiquement nulles sur I'ensemble 
des elements elliptiques de Hqo- 

On note D\ I'ensemble des elements semi-simples elliptiques fortement G-reguliers de 
H(F) provenant de 7// G H(/cir) tel que 

- il existe 5 £ Rikp) et une image 7 de 'Jh dans G{kp) tels que 7 G M5 ; 

- pour tout V £ {v2,V3,Vi,V5}, SO^^if^) / 0; 

- 5O^«(/(foo)/0. 

On note D2 I'ensemble des elements semi-simples elliptiques fortement G-reguliers de 
il{F) dont aucune image dans G{F) n'est une norme. D'apres le point (vii) du lemme 
110.3. H D := Di U D2 est dense dans I'ensemble des elements semi-simples elliptiques 
fortement G-reguliers de H{F). D'apres le lemme [l0.3.1H on pent remplacer I'ensemble 
des elements semi-simples elliptiques fortement G-reguliers de H(F) par D dans la 
definition des donnees locales. D'apres le lemme [10.2.121 on pent remplacer D par Di. 

Soit 'jH G Di (on note de la meme maniere I'element de il{F) et I'element de il(kp) 
dont il provient). Soit S un ensemble fini de places finies de kj? tel que {vq, t'a, ^"4, t's} C 
S et que, pour toute place finie v ^ S de kp, toutes les donnees soient non ramifiees 
en V, 7h G H(0/c^^) et le lemme fondamental pour I'unite de I'algebre de Hecke soit 
vrai pour {R^,9^, 1) et (H^, ^H^, t, ^^). Pour tout v £ S — {fo, ^"2) '^3) '^4) ■^5}, on choisit 
des fonctions associees et (/>^ telles que SO^g{f^) / (ceci est possible d'apres la 
fin du lemme [T0.3.6|) . Soit Co ^ un sous-ensemble compact de H(F) qui recontre 
toutes les classes de conjugaison d'elements semi-simples elliptiques de H(F) (un tel Cq 
existe car le centre de H est anisotrope). D'apres la proposition 8.2 de |K7j . il n'existe 
qu'un nombre fini de classes de conjugaison d'elements semi-simples 7^ de ^(kp) tels 
que 7^ G Co, 7^ G Coo, SO^>^{f^) / pour to ute v G S - {vq} et 7^ G 11(0^^ J pour 
toute place finie v ^ S. D'apres la fin du lemme [TO. 3. 61 quitte a rajouter une place dans 
5 et a choisir correctement les fonctions en cette place, on pent supposer que est le 
seul element semi-simple de H(A;f) qui verifie la liste de proprietes ci-dessus. Pour toute 
place finie v ^ S de kp, on prend = tj^^Q^^ ) et = t^[Okp )• 

Soient (pvo G Hr et = b^{(f)^g). On se donne 0oo G et un transfert de (poo, et 
on pose (p = (poo (8) 4>v et = 1^ (g) f^. Alors le lemme [TO.3.31 s'applique a 

V finie v finie 

f et (j), grace au choix des fonctions en V4 et ^5. Comme dans 16.41 et 19.21 on note T—^- et 
T— les distributions de la formule des traces invariante ^-tordue sur R et de la formule 
des traces invariante sur H. 

D'apres le lemme [10.3.31 T—{f) est egale a la partie elliptique fortement reguliere de 
la formule des traces pour H, done on pent utiliser la stabilisation de |L3j . Grace au 
choix de le seul groupe endoscopique de H qui intervient est H lui-meme ; done on 
n'a pas besoin de I'hypothese de transfert ni du lemme fondamental, et on trouve 

T^{fH) = 5Tf (/^), 

ou est la distribution notee ST** dans [KSj 7.4 (la partie elliptique fortement G- 
reguliere de la formule des traces stable pour H). De plus, d'apres le choix de f^, on 
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a 

oil est le produit de S'O-yj^ (/oo) et d'un scalaire non nul qui ne depend pas de (l)oo 

et (pvQ. 

De meme, d'apres le lemme [T0.3.3l T—^-{(f)) est egale a la partie ^-elliptique fortement 
0-reguliere de la formule des traces pour Ry<i9, done on pent lui appliquer la stabilisation 
des chapitres 6 et 7 de |KS] . Grace au choix de (py^^ la seule donnee endoscopique de 
qui intervient est (H,W,i,0- (L'egalite (7.4.1) de [KS] donne T^^^{(j)) comme 
une somme sur les donnees endoscopiques elliptiques de (^, ^, 1). La preuve du lemme 
7.3. C et le theoreme 5.1.D de |KSj permettent de decomposer les K-integrales orbitales 
globales qui apparaissent dans cette somme en produit de K-integrales orbitales locales. 
A cause du choix de (jiy^, ces produits de k- integrates orbitales locales sont nuls pour 
les donnees endoscopiques qui ne sont pas equivalentes a (H, "Hjt,^) en la place V2- 
D'apres le lemme [TO.3.121 (H, "H,*, ^) est la seule donnee endoscopique qui verifie cette 
condition.) D'apres l'egalite (7.4.1) et la preuve du lemme 7.3. C de |KS] . on trouve 

riJx^(</>) = J;A5(7h, 5)0^,(0.0), 
s 

ou 5 parcourt I'ensemble des classes de 0-conjugaison de R{F) et est le produit de 
SOjjj{f^) et d'un scalaire non nul qui ne depend pas de (p^o et (poo- 

Done on a A{'yH,4'vo) = si et seulement si, pour toute G E, a^^T—^-{(l)) — 
b^^T—{f^) = (le "seulement si" vient du fait qu'on a cifp^b^^ / pour au moins 
un choix de (poo ) . En utilisant les lemmes IIU.3.31 et 110.3.1^ on voit que cette derniere 
condition est equivalente a une famille d'egalites de la forme 

Tr(7roo(^!)oo)-4,roo) X] ^(^o) Tr(7ro(^!)„o^,ro)) 
vroen(i?) 

= ^ Tr(7rH,oo)(/c2) Yl ^(^H,oo,vr/^,o)Tr(7r//,o(&c('/'''o)))> 

ou TToo parcourt I^e-temp{Roo), 4>oo parcourt E, et on a utilise les notations du lemme 
110.3.101 D'apres le theoreme de finitude de Harish-Chandra (cf [BJj 4.3(i)), les sommes 
qui apparaissent dans ces egalites n'ont qu'un nombre fini de termes non nuls. 

Finalement, on a montre que I'annulation de A(7//, (/>„(,) etait equivalente a une famille 
d'egalites du type de celles qui apparaissent dans les donnees locales. Pour obtenir des 
donnees locales pour R et (H,^H,t,^), il suffit de repeter ce procede pour tons les 
elements de Di. 

□ 

10.4 Lemmes techniques et reductions 

On se place dans la situation de 110.11 
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Soient ')h G H(F) semi-simple et 7 G G(F) tels que 7 soit une image de 7//. Soit 
Mjy un sous-groupe de Levi de H tel que 7// G 'M.h{F) et M//^^^ = H^^. Langlands et 
Shelstad ( jLS2j §1, voir aussi la section 7 de |K13j) ont associe a M// un sous-groupe de 
Levi M de G tel que 7 G M(F) et = G^, un triplet endoscopique (M//, sm, ^/o.m) 
de M et un prolongement rjM '■ — ^ M de ry^M tel que I'on ait un diagramme 



commutatif 



Ljj ^Lq 

ou la Heche verticale de gauche (resp. droite) est dans la classe de H-conjugaison (resp. 
G-conjugaison) canonique de L-morphismes — *■ (resp. — > ^G). (Si G et 
H sont comme dans 13. H cette construction est explicitee dans 15. 31 ) Soient M/j = R^jpNl 
(un sous-groupe de Levi ^-stable de R) et 9m la restriction de 6* a M^. Comme dans 
110.11 on associe a (M//, sm, "^m) une donnee endoscopique (M/^, ^M//, ^a/) pour 

(MR,0Af,l). 

Le lemme suivant est une generalisation du debut de |Hlj 12, et se prouve exactement 
de la meme maniere (car on a une formule de descente pour les integrales orbitales 
tordues, voir [A3] corollaire 8.3). 

Lemme 10.4.1 On suppose que, quel que soit le sous-groupe de Levi (propre) M.h 
de H, le lemme fondamental tordu est connu pour M/j et (M.^ , ^M-h ,tM , ^m) et pour 
toutes les fonctions de TCmh- ^^ors, pour toute f £ Tin et tout 'jh G H(F) semi-simple 
non elliptique, on a 

A(7H,/) = 0. 

Lemme 10.4.2 Soit x caractere de R{F) tel que X = X ° ^- -A-lors x est constant sur 
les classes de 6-conjugaison stable 9 -semi-simples de R{F). 

Demonstration. Si 9 = I (c'est-a-dire si E = F), c'est le lemme 3.2 de |H2j . Dans le 
cas general, le resultat decoule du cas 6* = 1 et du lemme 2.4.3 de [La2] . 

□ 

On se place toujours dans la situation de 110.11 Soient Bg un sous-groupe de Borel de 
G et Tg un sous-groupe de Levi de Be. On suppose que le centre de G est connexe 
et qu'il existe un tore maximal Th de H et un plongement admissible Th — ^ G 
d'image T^. On utilise les memes notations que dans le lemme [10.2.111 (en particulier, 
Tr = Re/f'^g,e)- 

On note Z{R)g le groupe des 6'-coinvariants du centre Z{R) de R. On a un morphisme 
canonique injectif N : Z{R)g — > ^{11) (cf |KSj 5.1, p 53). Soit Z un sous-tore de 
Z{R)q] on note Z/j I'image inverse de Z dans Z{R) et Zh I'image de Z dans Z{il). 
Soit xh un caractere non ramifie de Zh{F). On note XR = i^c^iXH ° ^))\Zr{F)^ ou 
Ac : Z(R)(F) — > est le caractere defini dans [KS] 5.1 p 53 ; alors XR est aussi non 
ramifie d'apres le (i) du lemme 110.4.31 ci-dessous. 
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On note 'Hr^-^^j^ (resp. Wh.xh) I'algebre des fonctions / : R{F) — > C (resp. / : 
H(F) — > C), invariantes a droite et a gauche par R{Of) (resp. H(Oi?)), a support 
compact modulo Zr^F) (resp. Zh{F)) et telles que, pour tout {z,x) S Zr{F) x R{F) 
(resp. Zh{F) x H(F)), on ait /(zx) = x^_^(z)/(x) (resp. /(zx) = x'H{z)f{x)). Le 
produit est donne par le produit de convolution, qui envoie (/, g) sur 

f*g:xi — > f{xy~^)g{y)dy 
Jzr{f)\r(f) 



{resp. f*g:x> — > / f{xy ^)g{y)dy). 

JZh(F)\H{F) 

On a un morphisme surjectif vr : TLr — > '^R,xr (I'ssp. vh '■ T~(-H — > '^h,xh) envoie 
/ sur X ! — > !zr{f) XR^{z)f{zx)dz (resp. x i — > Izr{f) Xil{z)f{zx)dz). Si -^h S H(F) et 
/ G 'Hh,xhi alors on pent definir 0^^{f) par la formule habituelle (I'integrale converge). 
Si (5 € RiF) et f £ 'Hr^xri o^i pose 



OM = / /(x-i(50(x))dx 

{f{x~^S6{x)) ne depend que de la classe de x dans Zr{F)R^q{F) \ R{F) car Xi? est 
trivial sur les elements de la forme z~^9{z), z £ Zr{F)). On definit comme avant les 
K-integrales orbitales et les integrales orbitales stables des fonctions de Ti-R^^^^ et 'Hh,xh- 

Lemme 10.4.3 (i) Comme dans la preuve du lemme [10.2.11\ on note ^(1 x cr) = t' x a, 

et on peut supposer que t' € T/j. Comme Z{R) est un tore non ramifie, on a un 
morphisme canonique surjectif Z{R){F) — > X^,{Z[R)(i) de noyau le sous-groupe 
compact maximal de Z{R){F), ou Z{R)ii est le sous-tore maximal deploye de Z(R) 
(cf jBoy 9.5). On deBnit un caractere X'q sur Z{R){F) de la maniere suivante : si 

z G Z{R){F), et si /i G X*(Z(i?)d) = X* {Z{R)d) est I'image de z par le morphisme 
ci-dessus, X'c{z) est la valeur de en Vimage de t'~^ G par le morphisme 

canonique Tr — > Z{R) — > Z(R)d. 
Alors Ac = A'(^ (en particulier, Ac est non ramifie). 
(a) II existe un morphisme b^^xn • '^R,xr — ^ '^h,xh rend commutatif le dia- 
gramme 



Hr^Hr. 



Xr 



Soit -fH G H(F) semi-simple fortement G-regulier. On utilise le morphisme b^^^^ : 
'^R,xr — ^ '^h,xh pour definir une forme lineaire A^^(7j^,.) sur li-R^XR 
Panalogue de la forme lineaire sur TCr de \10.1\ (on utilise la meme formule). Alors 
les conditions suivantes sont equivalentes : 
(a) pour tout z G Zh{F), pour toute f G TCr, A(z^h, /) = ; 
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(b) pour tout z G Zh{F), pour toute f G W^j.^^, k^„{z^H,f) = 0. 

Demonstration. Le point (i) resulte des definitions de Ac ([KSJ 5.1) et du facteur de 
transfert ([KS] 4.4). 

Montrons (ii). Soit z £ Z{R){F). Pour toute fonction / : R{F) — > C, on note Rzf 
la fonction x 1 — > f{zx). On note I'image de z par la Heche canonique Z{R){F) — > 

X,{Z{R)d) = X*{Z{R)d) C X,{Yr). Mors, pour tout A € X*{Yr), on a RJx = /a+a.- 
De plus, on voit facilement que, pour tout A G X*(Y/j), v]^{i^R{fx)) est engendre par 
les fonctions xr{z)^^ ^zfx, z G Zji{F). On a evidemment des resultats similaires en 
remplagant R par H. 

Pour montrer I'existence du morphisme b^,XH ' '^R,xr — ^ '^h,xh^ suffit de montrer 
que, pour tout A G X*{Yfi), tons les elements de v]i'{vR{f\)) ont la meme image par 
Uffob^. Soit A G X*{Yr). Soit z G Zji{F) ; on note zh I'image de z dans Zh{F). II suffit 
de montrer que b^{x]i^{z)Rzfx) = Xh{zh)^^ RzH^^ifx) ■ D'apres le calcul explicite de 
b^fx dans la preuve du lemme [TO.2.111 on a b^{Rzf\) = Xz{t')Rzjjb^{fx) ; done I'egalite 
cherchee resulte de (i) et de la definition de XR- 

Soient / G TCr et (5 G R{F). On voit facilement que 

05e{Mf))= [ XR\z)Ozse{f)dz= [ XR\z)05e{Rzf)dz 

Jz{F) J Z{F) 

(Ozseif) ne depend que de I'image de z dans Z{F), car la fonction S 1 — > Ose{f) est 
invariante par ^-conjugaison). De meme, pour tons / G TiH et 7// G H(F), on a 

O-rai'^Hif)) = XH{zH)~^OzH-i„{f)dzH = I XH{zH)~^O^jj{RzHf)dzH. 

JZh{F) JZh{F) 

Rappelons ([KS] 5.1) que Ac est tel que, pour tons £ H(F) semi-simple fortement 
regulier, 5 G R{F) 0-semi-simple fortement 0-regulier et z G Z{R){F), on ait 

A^{zH'yH,z6) = X^^{z)A^{'yH,S), 

ou Zh est I'image de z dans Z(H)(F). D'apres ce fait et les formules ci-dessus pour les 
integrates orbitales, il est clair que (a) implique (b). 

Soit 7h G H(F) semi-simple fortement G-regulier. Supposons que (b) est verifiee 
pour 7//, et montrons (a). Soit A G X*{Yr). On note ^Z (resp. ^Zr, ^Zh) le sous- 
groupe compact maximal de Z{F) (resp. Zji{F), Zh{F)). La fonction fx est evidemment 
invariante par translation par ^Zr, et, de plus, tous les caracteres non ramifies 0-stables 
de R{F) sont invariants sur son support (car fx est combinaison lineaires de fonctions 
caracteristiques d'ensembles R{OR)fi{wF)R{OF), oil wp est une uniformisante de F et 
/i G X*(Yr) = X*(T^)^^ est tel que A/i^^ soit un cocaractere de R'^'^^). On en deduit 
que, pour z G Zji{F), Rzfx ne depend que de I'image de z dans ^Zr \ Zji{F) et que, 
pour toute classe de 0-conjugaison stable 0-semi-simple C de R{F), il existe un unique 
z£^Zr\ Zr{F) tel que, pour tout z' G ^Zr \ Zr{F) - {z} et tout 5 G C, Osg{fx) = 
(on utilise le lemme [T0.4.2p . On a des resultats similaires pour H et b^{fx)- 
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Notons C Pensemble des 5 € R{F) tels que A^(7//,(5) 7^ 0. Alors C est soit I'en- 
semble vide, soit une classe de 0-conjugaison stable 6'-semi-simple (et 6'-reguliere) . Done, 
d'apres le raisonnement ci-dessus et les formules pour les integrales orbitales de VR{fx) et 
i^Hib^ifx)), il existe z £ °Z\ tel que Ose{uR{f\)) = XRizY^OseiR-Jx), pour tout 

5 G C, et que SO-,^{uH{h{fx))) = xh{zh)-^ SO.,„{R,^h^{h)), ou zh G ""Zh \ Zh{F) 
est I'image de z. Si z / 1, on a A{'yH,fx) = car toutes les integrales orbitales qui 
apparaissent dans cette expression sont nulles. Si 2; = 1, on a A^jn^fx) = grace a la 
condition (b) et aux proprietes de Ac*. 

□ 

On suppose toujours que F est un corps local non archimedien et que E est une ex- 
tension finie non ramifiee de F. Soit G un groupe connexe non ramifie sur F, defini sur 
Of et tel que G{Of) soit hyperspecial. On pose R = Re/f^e, et on note 9 I'auto- 
morphisme de R induit par un generateur fixe de Gal(-E/-F). Soit Zq un tore defini sur 
Of de Z(G), et soit Zr = Re/fZg,e- On note G' = G/Zq, R' = R/Zr = Re/fG'e^ 
u : R — > R' le morphisme evident, Ti' = TLri et TL I'algebre (de convolution) des fonc- 
tions bi-invariantes par R{Of), invariantes par Zr{F) et a support compact modulo 
Zr{F) (avec les notations du lemme [70.4.31 TL = TLr^i). Comme Zr est connexe, on voit 
comme dans [Cl2] 6.1 (p 284) que le theoreme de Lang (cf par exemple |Sp| , theoreme 
4.4.17) et le lemme de Hensel impliquent que u : R{Of) — > R! {Of) est surjectif. Done 
u induit un morphisme d'algebres ip : Ti — > TL' (pour toute f & TC et tout x G R'iF), 
ip{f){x) = si X u{R{F)) et f{u-^{x)) si x e u{R{F))). Pour tout 6 dans R{F) ou 
R'{F), on note C{d) (resp. Cst{S)) la classe de 0-conjugaison (resp. 0-conjugaison stable) 
de 6. 

Lemme 10.4.4 On suppose que 9 agit trivialement sur H^(F, Z/j)H 

Soit 6 G R{F) 9 -semi-simple ; on note 5' = u{5). Alors u{Csti5)) = Cst{S'). II existe 
done une famille (necessairement Enie) {6i)i^i d'elements de R{F) stablement 9-conjugues 
a 5 telle que C{5') = ]J u{C{5i)). De plus, pour toute f £ TC, on a 

OM^{f)) = Y,05Af)- 

i&I 

(On utilise, comme toujours, les mesures de Haar sur R{F) et R'{F) telles que les 
volumes de R{Of) et R'{Of) soient 1.) 

Demonstration. II est clair que n(Csj((5)) C Cst(5'). Montrons I'inclusion reciproque. 
Soit y G R'{F) stablement ^-conjugue a 6'. Comme u{R{F)) = Ker{R'{F) — > R^{F, Zr)) 
est une intersection de noyaux de caracteres 0-stables de R'{F), le lemme [TO . 4 . 2 1 impliq ue 
qu'il existe 7 G R{F) tel que 7' = ^(7). II est clair que 7 et (5 sont stablement conjugues. 

On fixe une famille (5i)ie/ comme dans I'enonce du lemme, et on note K = R{Of), 
K' = R'{Of)- Montrons la relation entre les integrales orbitales. Soit f £ TL. On pent 



^Cette hypothese devrait etre evitable, mais je ne sais pas comment faire. 
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supposer que / = 1a, oh A est un compact de R{F) tel que A = Zji{F)KAK. Alors 
= 1«{A), done 

7' 

ou 7' parcourt un ensemble de representants des classes de 0-conjugaison sous K' d 'elements 
de u{A) qui sont 0-conjugues a 5' dans R'{F). On a des formules similaires pour les 
integrales orbitales tordues de / en les 5i : pour tout is/, 

OsAf) = ^yol{iAn R^eiF))ZR{F)/ZR{F))-\ 

7 

oil 7 parcourt un ensemble de representants des classes de 0-conjugaison sous K d'elements 
de A qui sont 0-conjugues a 5i dans R{F). Pour montrer la formule du lemme, il 
suffit done de remarquer que, pour tout 7 G RiF), u induit un isomorphisme {A n 
R^e{F))ZR{F)/ZR{F) ^ u{A) n R^^^^^e- 

□ 

On se place dans la situation de 110.11 et on suppose que 77(1 x it) G Qder xi ^ 
que s G G'^^'". Alors (H,^H,s,?7) definit de maniere evidente une donnee endoscopique 
(H',^H',s,r?') pour G' := G/Z(G)° (car on a G' = G'^'^''). On en deduit comme dans 
llU.ll une donnee endoscopique (H', ^H', f', pour {R',6), ou R' = R^/pG'^. 

Lemme 10.4.5 On suppose que 6 agit trivialement sur ll^{F, Z{R)^) et que G et H 
veriBent les hypotheses du lemnie [10.4.3[ 

Alors le lemme fondamental est vrai pour {R, 9) et (H, ^H, t, ^) si et seulement s'il est 
vrai pour {R', 6) et (H', ^H', t',^'). 

Demonstration. Notons Zr = Z{R)^ et Zu I'image de Z{G)^ dans Z{H.). On a H' = 
JH/Zh- On verifie facilement que, si 7// G H(F) est semi-simple fortement G-regulier, 
5 G R{F) est 6'-semi-simple fortement 6'-regulier, et si (7//, (5) s'envoie sur (7^,5') G 
H'(F) X R'{F) par la projection evidente, alors A^(7/f,(5) = Ag/(7^,(5'). D'autre part, 
on applique le lemme 110.4.31 avec xh = 1 et XR = 1 (ceci est possible car le caractere 
Ac qui apparait dans ce lemme est trivial, grace a I'hypotliese r/(l x cr) G G"^^*" x a). 
Ce lemme montre que Ton pent remplacer les algebres de Hecke de i? et H par les 
algebres de Hecke des fonctions invariantes par Zr{F) et Zh{F). II suffit pour conclure 
d'appliquer le lemme [10. 4. 4[ 

□ 

Soit F un corps local non archimedien de caracteristique 0. Soient n, ni, . . . , G N*. 
On note PGL„ = GL„/Z(GL„). Pour toute extension quadratique non ramifiee E de 
F, on note PGU(n,£;) = G'\J{n,E)/Z{G\J{n,E)), ou G\J{n,E) est le groupe unitaire 
defini par I'extension E/ F et la forme unitaire de matrice 

/O IX 
Jn -=\ ••• G GL„(Z). 
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Plus generalement, on note P{G'U{ni, E) x ••• x G\J{nr,E)) = {G\J{ni, E) x ••• x 

GU(rer, E))/Z, oil Z = R^/QGm, plonge diagonalement. On note PGSO,j = GSO(J„)/Z(GSO(J„)), 

ou GSO(J„) = GO(J„)0, et PGSp2„ = GSp(j;)/Z(GSp(j;)), ou 



On definit de meme P(y„\ x • • • x y„''J, avec Y\...,Y'' e {GSO, GSp}. 

Lemme 10.4.6 Soit G un groupe simple adjoint non lami&e sur F. 

(i) Si G est de type A, alors il existe une extension Rnie non ramiBee K de F, une 
extension quadratique non ramifiee E de K et un entier naturel n tels que G = 
Rx/F^GLin OU G = RK/F^G\J{n, E). Si G = Rj^/pPGlin, alors G n'a pas de 
groupes endoscopiques elliptiques non triviaux. Si G = RK/pPG\J{n, E), alors 
les groupes endoscopiques elliptiques de G sont de la forme Rfi/pP{G\J{ni, E) x 
GU(n2, E)), avec ni, ?i2 G N tels que n = ni + n2 et que n2 soit pair. 

(a) Si G est de type B, alors il existe une extension Rnie non ramifiee K de F et 
un entier naturel n tels que G = i?;^/^PGS02n+i- L^s groupes endoscopiques 
elliptiques de G sont de la forme ii^/pP(GS02ni+i x GS02n2+i); s^6c ni, n2 G N 
tels que n = ni + n2- 

(Hi) Si G est de type C, alors il existe une extension finie non ramifiee K de F et un 
entier naturel n tels que G = RK/pPGSp2n- Lgs groupes endoscopiques elliptiques 
de G sont de la forme P(GS02ni x GSp2n^), avec ni,n2 € N tels que n = ni + 71-2 



En particulier, si G est adjoint de type A, B ou C, alors I'hypothese supplementaire 
des propositions 110.2.21 et 110.3.21 et du lemme 110.4.31 est verifiee : si est un sous- 
groupe de Borel de G et est un sous-groupe de Levi de Bg, alors, pour toute 
donnee endoscopique elliptique (H, s, 770) de G, il existe un tore maximal Th de H et 
un plongement admissible Th — > G d'image Tq- 

Demonstration. Soit K la plus petite extension de F sur laquelle G est deploye ; on 
fixe un generateur a de Gal{K/F). Alors on a Gk — (G')'', 011 r G N* et G' est un 
groupe adjoint absolument simple sur K, et a induit un automorphisme (sur K) 9 de 
(G')^'. Si G est de type B ou C, alors G' est de type B ou C, c'est-a-dire que G' est de la 
forme PGSO n OU PGSp2„, et G' n'a pas d'automorphismes exterieurs non triviaux (cf 
[Di] IV.6 et IV. 7), done on pent supposer que 6 agit en permutant les facteurs de (G')''. 
Comme K est la plus petite extension sur laquelle G est deploye, est necessairement 
un n-cycle. Done G ~ R^jpG' . Pour calculer les triplets endoscopiques elliptiques de 
G, on pent supposer que K = F. Alors G est deploye et de centre connexe, done ses 
groupes endoscopiques sont deployes (cf la definition 1.8.1 de |Ng| ). A partir de cette 
observation, il est facile de voir que les groupes endoscopiques elliptiques sont de la forme 
donnee dans I'enonce. 

Supposons que G est de type A. Alors il existe n G N* tel que G' = PGL^.i^-, et 
Out(G') est isomorphe a Z/2Z (cf iDij IV.6). On pent supposer que 6 G (Z/2Z) x 6,., 011 




et ni ^ 1. 
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{'L/2ZY agit sur (G')'' via risomorphisme (Z/2Z)^ ~ Out(G')'' et 6,. agit sur (G')'' par 
permutation des facteurs. On ecrit = e x r, avec e S (Z/2Z)^' et r S ©„. Comme dans 
le premier cas, r est necessairement un n-cycle. Quitte a conjuguer 6 par un element de 
{'L/2'LY X Gri on pent supposer que e G {(1, . . . , 1), (—1, 1, . . . , 1)} (car ei x r et £2 x 
sont conjugues si et seulement s'il existe rj € (Z/2Z)'' tel que 6182 = V^irj), et I'image du 
morphisme (Z/2Z)'^ — > (Z/2Z)^ r/ 1 — > r/r(r?) est {(d, . . . , e,.) G (Z/2Z)''|ei . . . e,. = 1}). 
Si ^ = (1, . . . , 1) X r, alors G ~ Rx/F^Ghn, et il n'est pas difficile de voir que G n'a pas 
de triplets endoscopiques elliptiques non triviaux. Supposons que 6 = (—1, 1, . . . , 1) x r. 
Alors I'ordre de d est egal a 2r, done [K : F] = 2r. On a G = i?A''/FPGU(n, K), 
oil K' est le sous-corps de K fixe par 9'''{= (—1,...,—!) x 1). Le calcul des triplets 
endoscopiques elliptiques de G est le meme (avec les modifications evidentes) que dans 
la proposition I3.1.1[ 

□ 

Le lemme suivant concerne les facteurs de transfert. Lorsque Kottwitz enonce le cas 
particulier du lemme fondamental tordu necessaire pour la stabilisation de la formule 
des points fixes ( [K9j , formule (7.2)), il n'utilise pas les facteurs de transfert de [KS] 
(dont la definition n'etait pas encore publiee a I'epoque) mais des facteurs de transfert 
"maison". II faut done comparer les deux definitions. 

Rappelons quelques notations de [K9| §3. Solent F un corps local non archimedien 
de caracteristique 0, F'^'^ I'extension maximale non ramifiee de F (dans une cloture 
algebrique fixee F de F), L le complete de F"'^ et cr G Gal(L/F) le Frobenius arithmetique ; 
on note Tp = Gal(F/F). Soit G un groupe reductif connexe sur F. On note -B(G) I'en- 
semble des classes de cr-conjugaison dans G(-L). Alors ( |K9| . lemme 6.1) on a un mor- 
phisme canonique -B(G) — > X*(Z(G)^^), qui est un isomorphisme si G est un tore; 
ce morphisme est fonctoriel en G (cela n'a pas de sens a priori car 
n'est pas un foncteur sur Ici Ccitc gorie des groupes algebriques reductifs connexes, mais 
cela est explique dans |K12j 4.9). 

On suppose que le groupe derive de G est simplement connexe. Soit E une extension 
finie non ramifiee de F. On note R = R^j/pGe, et I'automorphisme de R induit par a. 
Pour tout 6 E R{F), on note N6 = 6e{S)... e^^--^^-\S). Si 6 e R{F) est ^-semi-simple 
et 7 G Af6, on definit 0(^,6) G X*{Z{G^)^^) de la maniere suivante (cf |K9] p 167) : 
D'apres loc. cit., il existe c G G(L) tel que c^c^^ = N5, et b := c~^6a{c) est dans 
G^(L). On note a{'y,S) I'image de la classe de cr-conjugaison de b par le morphisme 

On se place a nouveau dans la situation de 110.11 (avec E un corps) . On note A^/j , 
Ar],ii, Ari,iii et A^^/y (resp. A^_/, A^^/j, A^^/// et A^ /y) les facteurs de transfert relatifs 
definis par Kottwitz et Shelstad dans le chapitre 4 de [KSj (voir aussi [Wa3j . section 7) 
pour la donnee endoscopique (H, ^H, s, if) de (G, 1) (resp. pour la donnee endoscopique 
(H/H,t,e) de {R,e)). 

Lemme 10.4.7 On suppose que s G Z(H)^^. 

Soient ^HiI^j ^ H(F), 7,7 G G(F) et 5,5_ G R{F). On suppose que et 7^ sont 
semi-simples fortement G-reguliers, que 6 et 6 sont 9 -semi-simples fortement 9-reguliers, 
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que 7 (resp. j) est une image de 'yn (resp. dans G{F) et que 7 £ A^^ et 7 G MS. 
Alors : 

^^,i{lH,S) = A^j(7H,7) 
Ag,//(7//,'5) = \,ii{7Hn) 
^i^,in{7H,S;2^,6) =< 0(^,6), s >< 0(7,^), s ^jiiilH^T^Xwl) 

En particulier, si on normalise les facteurs de transfert (absolus) et comme 
dans JWa3y 4.6, alors on a 

'^d'yH,S) =< a(7,5),s > A^(7//,7). 

Demonstration. On utilise les notations de [Wa3] , en particulier de la section 7. Lorsque 
cela est necessaire, on note avec un indice H (resp. G, resp. R) les notions relatives a 
H (resp. G, resp. R). Notons que I'on est dans une situation particulierement simple; 
par exemple, G et i? sont quasi-deployes, on pent prendre Hi = H, et on a i^g = 1 et 
u{t) = z{t) = 1 pour tout r G Tp (ces notions sont definies dans [Wa3\ 1.2). 

Explicitons certaines des notions de |Wa3j 3.3. On choisit la paire de Borel (Bij,T/j) 
de R egale a {Re/f^g,e, Re/fT^e)- On a un isomorphisme ~ (Xq)'^, avec, pour 
(xi, . . . , Xrf) G et T G Tp, 9{xi, ...,Xd) = (2:2, ■■■,Xd, xi) et r(xi, ...,Xd) = (t(x2), . . . , r(xrf), r(xi)). 
Le morphisme X|j — > Xq induit par I'inclusion Tq C Tr est (xi, . . . ,Xrf) 1 — > xi + 
• • • + Xrf ; ce morphisme identifie done a Xq. Toutes les racines de S^j sont de type 1, 
et on a S^'^ = Sfj. D'autre part, le morphisme Xq — > donne par I'isomorphisme 
T/j^e ~ Tq (induit par : 6 1 — > 69 (6) . . . 6'^~^{6)) est le plongement diagonal, et il iden- 
tifie a (X^)® et Eg a Sres.i?- De meme, les morphismes C T^j et : T/j — > Tq 
donnent des isomorphismes X^^g — ^ -^fn Y*,R — ^*,Gi qui identifient et Sres,_R 
a Eg- 

Soit 6' G R{F) stablement 0-conjugue a 5. II n'est pas trop difficile de voir sur les 
definitions que A^j{jh, S') = Ai:j{-fH, 5), A^jj{jh, 6') = A^ji{jh, et A^jvilH, S') = 
A^jv{7h,S). Letheoreme 5.1.D de [KS] (ou plutot sa preuve) implique que A^^/7-7-(7j7, 5'; 7^,^) =< 
invi{6, S'), Ks > A^jii{'yH,S; 7^,^), 011 inv{6, 6') et ks sont definis juste avant I'enonce de 
ce theoreme. D'autre part, Kottwitz construit a la fin de la section 2 de |K9] un element 
inv'{6,6') de X*{Z{G-yfp) tel que < a{-f,S'),s >=< inv'{S,S'),s >< a{-f,5'),s >. Get 
element inv'{6,6') provient (par les applications canonique ii^{F,Rse) — > B{Rse) — > 
X*(Z(G-y)'"^)) d'un element de Il^{F, Rse), qu'on note toujours inv'{6,6'). On sup- 
pose que 5' est stablement ^-conjugue a 5 par un element de Rder{F)- Montrons que < 

inv{6, 6), KS >=< inv'{6, 6'), s >. Avec les notations de [KS] 5.1, inv{6, 6') G H^(F, T^" ^ 
Vs), et Ts est le centralisateur de Rse dans R. On a des Heches Rsg <— R^q — > 

(Tf iiz!!l^ Vs), d'ou des fleches R\F, Rse) ^ R\F, R^g) R^F, iiz!!l^ y^), 
et on voit facilement qu'il existe un element de B^{F,RfQ) qui s'envoie sur inv'{5,6') et 
inv{6, 5'). D'autre part, ks est un element de 11^{Wf, V — > T/j (on a note pour 
le T de [KS] 5.1, afin d'avoir des notations coherentes), on a des fleches H^(VFf,F — > 
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TR,ad) ll\WF,TG,ad) ^ ^HWf,Tg), et Ks et le cocycle Wp To qui envoie a 
sur s ont la meme image dans R^{Wf, Tc.ad)- Le resultat cherche decoule de tout ceci. 

Des calculs similaires (mais plus simples) montrent que I'on peut, pour prouver le 
lemme, remplacer 7 par un conjugue stable. 

D'apres les calculs ci-dessus, il suffit de prouver la premiere partie du lemme dans le 
cas oil 7 = N6. De meme, on peut suppose que 7 = N5. On fixe des a-data et des x-data 
pour Eg- Comme les groupes sont non ramifies, on peut supposer que valpiaa) = pour 
tout a G que Xa = 1 si a G Eg- est dans une orbite asymetrique de Fi;' et que Xa 
est le caractere x 1 — > (^—\Y<^If{x) si a G T,q est dans une orbite symetrique (voir |Wa3] 
6.2 pour les definitions et les proprietes enoncees). On definit des a-data et des x-data 
pour E/j en posant, pour tout a e E^j, = aN{a) et Xa = XN{a)\F^' ■ 

Soit D = (T^To,TO,T^/^,5o,5l,'5) G 0^(7//) (cf [Wa3j 3.2; on note (resp. 
D^) I'ensemble des diagrammes associes a la donnee endoscopique (H,^H,f,^) (resp. 
(H.,^!!, 8,7]))). Quitte a remplacer 7 par un conjugue stable (et a changer 6 pour que 
NS soit toujours egal a 7), on peut suppose que Tq = = et gi = 1. Alors 
Dg := (T^T®,T®,G^,/l,ffo,l) G 0^(7^). On a Tr^scO = Tg,sc, et le cocycle At : 
Tp — > Tsc,e defini dans [Wa3] 7.2 est le meme que Ton utilise le diagramme D ou le 
diagramme Dg- De plus, si on identifie T^ ^d.e a TG,ad en utilisant le dual du plongement 
Tg C Tr, alors I'image de t dans TR^ad,e est ti . . . td, c'est-a-dire s. Done Ag^/(7//, 5) = 
Ar,,/(7H,7)(=< Ar,s >). 

Soit a G TiR (forcement de type 1) ; on note /? = N{a) £ Eg-. Alors N{a){t) = /3(s), et 
N{a){vD) = Pi^^Dc) (eu effet, d'apres la definition de Dg, il est clair que — ^^d)- 
Done, avec les notations de |Wa3] 7.3, on a ^(^^u^a^^UiS) = Aj^jj^js^jn,^)- Comme 
I'application a 1 — > N{a) induit une bijection de I'ensemble des orbites de GxFi;' dans T,r 
avec I'ensemble des orbites de Tp dans Eg, on en deduit que A^jj^jh, S) = Arjji{'yH, t)- 
On voit de meme que A^jvilHi^) = A^jy (7/^,7). 

II reste a comparer les facteurs A///. On fixe comme ci-dessus un diagramme D G 
Dg(7^), et on en deduit un diagramme D,g £ '^v^'fH^- utilise les notations de |Wa3j 
7.4, mais sans les exposants * (car G = G*) et les indices 1 (car H = Hi), et avec des 
indices R et G pour differencier les objets associes a la donnee endoscopique de (i?, 6) 
et a celle de (G, 1). Avec ces conventions, A^ jjj^jh, 6; 7^,^) =< {Vra, vr), (Vr, sr) > 

et Ar,jn{lH,r,XH'l) =< {^0,0,1^0), {Vg,sg) >■ Comme gi = = 1 et n(r) = 1 pour 
tout T G r^;', on a V^.o = 1 et Vr,o = 1- Done A^jn{lH,5]l_H'^ ^< ^R^^R 
et Arijn{lH-,l',l ^il) =< *^G)^G (voir la fin de |Wa3| 6.3 pour I'explication du 
signe). On salt que le dual du morphisme A'" : — > Tc est le plongement diagonal 
N : Tg — > Tr. De plus, il est clair d'apres les definitions de |Wa3] 7.4 que N{vr) = ug 
et que V^^A(Vg) est le 1-cocyle non ramifie V : Wp — > Sr qui envoie a sur I'image de 
{t, t, 1) {Sr est un sous-groupe de Tr x Tr x Tr^sc, cf |Wa3j 7.4). Pour conclure, il suffit 
done de montrer que < v>r,V >=< 0(7, (5), s >< a{'y,5),s >~^. Ceci resulte facilement 
du lemme ci-dessous (applique a x Tg). 

□ 

On garde les notations F, F'^'^, a, etc de llO.H et on note toujours E une extension finie 
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non ramifiee de F. Soit T un tore non ramifie sur F. Comme dans |K5j . on note -B(T) le 
groupe des classes de u-conjugaison dans T{F™'). D'apres [K5J 2.4, on a un accouplement 
< .,. >:B{T)xT^i' — (carX*(T)r^ ~ X*(Tr^^)). D'autre part, la correspondance 
de Langlands locale pour T^; donne un accouplement <.,.>: T{E) x H^(VI/£;,T) — > 
C^. On note u : T{E) — > B{T) le morphisme evident, et v : T^^ — > R^{We,T) le 
morphisme qui envoie z G T'"^ sur la classe du 1-cocyle non ramifie qui envoie a sur z. 
Alors : 

Lemme 10.4.8 Pour tous x G T(i?) et z G T'"^, on a < x,v{z) >=< u{x),z >. 

Demonstration. Si T est deploye sur E, le lemme resulte de la description explicite de 
I'isomorphisme B(T) ~ X*(T^^) donnee dans |K5| 2.5. Traitons le cas general. Comme 
T est non ramifie, le sous-tore deploye maximal de T^; est defini sur F ; on le note S. 
On a des diagrammes commutatifs 

S(E) SiE)/S{OE) B{S) ii\WE, T) 

T{E) T{E)/T{Oe) — BiT) gr, . (t^^, S) 

Le lemme pour T resulte done du lemme pour S et de la fonctorialite des accouplements. 

□ 

10.5 Resultats 

Proposition 10.5.1 Soit X G {A, B,C}. Soient F un corps local non archimedien et 
G un groupe semi-simple connexe non ramifie et adjoint sur F, de type X. On suppose 
qu'ii existe iV G N* tel que, pour tous F' , E' , G' , R' et (H', , t' , C') comme danslM^ 
le lemme fondamental tordu soit vrai pour I'unite de I'algehre de Hecke si G' est adjoint 
de type X, dim(G') < dim(G) et la caracteristique residuelle de F' ne divise pas N. 

Alors, pour toute extension Hnie non ramifiee E de F et pour toute donneee endosco- 
pique tordue (H,^H,t,^) de R := R e/fGe comme dans liO."H le lemme fondamental 
tordu pour est vrai pour R et (H, ^H,t,^) et pour toutes les fonctions de Valgebre de 
Hecke. 

Demonstration. D'apres le lemme [10.4. H le lemme [10.4.61 le lemme [10.3. ![ la propo- 
sition 110.3.21 et la proposition 110.2.21 le lemme fondamental tordu pour G resulte du 
lemme fondamental tordu pour les sous-groupes de Levi propres de G (si G n'a pas de 
tore maximal elliptique, le lemme [T . 4 . 1 1 suffit ) . Or, d'apres la classification des groupes 
non ramifies adjoints de type X donnee par le lemme 110.4.61 tout sous-groupe de Levi 
propre de G est isomorphe a un groupe Go x Gi x • • • x G,., avec Gi, . . . , G^- de la 
forme Rx/FGI^m, oii K est une extension finie non ramifiee de et m G N*, et Go 
non ramifie adjoint de type X tel que dim(Go) < dim(G). Si 1 < i < r, Gi n'a pas de 
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groupes endoscopiques elliptiques non triviaux, done le lemme fondamental tordu pour 
Gi resulte de la descente (lemme [10.4. ip et du le lemme fondamental pour le changement 
de base, qui a ete prouve dans le cas des groupes generaux lineaires par Arthur et Clozel 
( |ACj ■ chapitre I, proposition 3.1). Pour prouver la proposition, il suffit done de faire 
une reeurrenee sur la dimension de G. 

□ 

CoroUaire 10.5.2 On se place dans la situation de \10.1l Si F = Qp, G est I'un des 
groupes unitaires G(U*(ni) x • • • x U*(nr)) de 12.11 et le morphisme rj est celui donne 
par la proposition \3.2.2l alors le lemme fondamental tordu est vrai. 

Demonstration. Comme le eentre de G est eonnexe, le corollaire resulte de la propo- 
sition ei-dessus et du lemme 110.4.51 done il suffit de verifier les hypotheses de ce lemme. 
Le triplet endoseopique (H,s,?7o) verifie les hypotheses du lemme [TO. 4. 31 d'apres le des- 
cription explieite des triplets endoseopiques de G donnee dans la proposition 13.1.11 On 
a bien s G Qd,'^^ et r/(l x cr) G Qder ^ Enfin, le eentre de G est un tore induit, done 
sa eohomologie galoisienne sur n'importe quelle extension de F est triviale. 

□ 

Le result at dont on a vraiment besoin dans eet artiele est la for mule (*) de 16.31 
Rappelons eette formule. On se place toujours dans la situation de 110.11 avee E un 
corps ; on suppose que la earaeteristique residuelle de F est differente de 2. On note 
les facteurs de transfert pour le morphisme rj : — > ^G, avee la normalisation donnee 
par les C'iT'-struetures sur H et G (ef [Hlj II 7 ou [Wa3| 4.6). Si 5 G R{F) est 6'-semi-simple 
et 7 G M5, Kottwitz a defini dans [K9] §7 p 180 un element 0(7, 5) de X*{Z{G^fp) 
(on rappelle que G^ = Cent-y(G)'^). Le resultat qu'on cherehe a prouver est le suivant : 
pour tout 7/f G H(F) semi-simple, pour toute / G TCr, on a SO-yjj{b^{f)) = si jh n'a 
pas d'image dans G{F) et, si 7^ a une image 7 dans G(F), on a 

(*) SO^^ib^if)) = Y,< «(7,5),5 > A^(7H,7)e(G^)05e(/), 

OU S pareourt I'ensemble des classes de ^-conjugaison 0-semi-simples de R{F) telles que 
7 G M6 (et e(G-y) est le signe defini par Kottwitz dans |K2] ) . 

Corollaire 10.5.3 On suppose que F — Qp et que G est Fun des groupes unitaires 
G(U*(ni) X • • • X U*(nr)) de l2.1[ Alors le resultat ci-dessus est vrai. 

Demonstration. Si jh n'a pas d' image dans G{F), il suffit d'appliquer le lemme 
110.2.121 On suppose que a une image dans G(F). Si est fortement regulier, alors 
la formule (*) resulte du corollaire 1 1 . 5 . 2 1 et du lemme flO.4.71 La reduction du cas general 
au cas ou est fortement regulier est la meme que dans |C12] §7. 

□ 
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